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American Jounal of MatheinaticB, BaUmore, \jj ^ 
John Hopkins Uniyeraity Circnlars, Baiimiom, 

Jahrlmcli fiber die Fortschritte der Mathematik , Bet^ é^SiAj' ^ 

Journal fttr die reine und angewandte Ibthematik, Berün, Vt 1^ 

R. Aeeadetnia delle Scienze ddl* Istituto di Boloffna, 

Société nutiuüule des Sciences naturelles et matht'inatiqiiea de ^or<foo«tf. 

Mathematische und naturwissenschaftliche Berichte ans Ungam, Bu' 

da- Pest. 

Philosophical Society of CambricU/e. 

Annals of Mathematics, GkaHotieoiUe (U. S.). 

Société nattonale des Sciences naturelles etmathématiques de Cherbottrg. 

Arebiv for Halfaematik og Katorrideiiskab, CkristkmUa. 

Polytechnische School, Ddft 

ICathematical Society of Edinhurgk, 

Eoyal Society of Edmbur^ 

Mathesis, Gand. 

KÖaigliehe Gesellschaft der Wissenschaften , Gdth'rujm, 
Koninklijk Instituut van Ingenieurs, 'aGravenJuufe, 
Hollandsfhe Maatschappij van Wetenschappen, Haarlem, 

Teyler's Genootschap. Jlaarletv. 

Kaiserliche Leop. Car. deutsche Akademie der Naturforschor, Haile 
ajd & 

Uatfaematiscfae (ïesellschaft in Hamhirg, 
Société physioo-mathématiqne de Katm, 
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Société Royale des Sciences de IJ^. 
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CoUege of Preceptors . London, 
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Ktfnij^h-Kaiserliche Akademie der Wigsenschaften , Wien. 
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Deutsche Hathematilcer Yereinigung. 
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Vraagstuk I. 

Uit de hoekpunten A, B, C van een driehoek ABC als middel- 
punten beschrijft men met een zelfden straal r drie cirkels a , 5, y. 
Indien nu Ut en U'r dc punten zijn , waarin de uit V als middel- 
punt beschreven cirkel de zijde UV des driehoeks snijdt , en daarbij 
Ur en LJ aan dezelfde zij van V, U'r en U aan verschillende zijden 
van V gelegen zijn , vraagt men ; 

a) Tc bewijzen , dat de zes punten Ur en eveneens de zes 
punten U'r op een kegelsnee gelegen zijn en deze kegel- 
sneden door de verge\ijkingen 

ayz 

riax-^- by -\' csf abc z 1. = o 
^ ' ' air r 

worden vooTg€steId. 

b) Tc bewijzen , dat bij verandering van r de meetkundige 
plaats van de middelpunten dezer kegelsneden door de 
vergelijking 

ax cz) 

ia voorgesteld. 

c) Te onderzodcen in hoever uit de op het punt A toegepaste 
theorie der doorloopende tramformatie (vergelijk de oplossing 
van Vraagstuk 163 der vorige reeks en o.a. ook Mathesis, 
1893, bl. 58) af te Idden is, dat de zestallen (B'^., C», C«, 
Af, Ai, B„) en (B», C«, C'., A'c, B«) eveneens op 
twee kegelsneden liggen cn de vei^elij kingen van deze en 
van de meetkundige plaats harer middelpunten onmiddellijk 
zijn neer te schrijven. 

WxsK. Ofo., dl VI. 1 
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d) Als de lijnen U,rV^ en U^V^ ilc zijde UV in de punten 
W, en W', snijden , dc omhullenden der lijnen A,B,C, en 
A'|B',C'| te bepalen en ook hierop de theorie der doorloo- 
pende transfomiatie toe te passen. (É. Lsmoinb.) 

Opgelost door Dr. P. H, Schoute. 
Oplossing. 

I. Syj^tiietiscue oplossing. Met weglating van de vergo- 
Ijjkingon wordt bet beweerde aldus bewezen : 

a) Ook als men op het teeken let, heeft men (iig. 1) 

B3 C*B _ aC A^_- AjA B„A 
B.C * C^C ~ ' * A,A ~ ' AiB ' B.B " * 

AVijl het product der drie eerste leden dus eveneens de 
eenheid is , liggeu de zes punten U, volgens de bekende 
^telling van Carnot op een kegelsnec K. Kn door alle letters 
te aecentueeren vindt men, dat de zos punten U', op een 
kegelsnee K' liggen. 

h) We leiden eerst een constructie af van het middelpunt 
O der bij een bepaalde waarde van r behoorende kegels tu o K. 

l)e kegelsnee door A, die met K gelijkvormig, gelijkstandig 
en gelijkmiddelpuntig is, gaat ook door B en O en raakt in 
A, B, C de lijnen /»«, (fig. 2; aan, die evenwijdig loopon 

met de poollijoen ^a, y*, qc van A, B, C ten opzichte van K. 
Dus snijden de lynen A"A„ , B"B,„ , C"0,« elkaar in ü. Hieruit 
nu volgt een constructie van O. Want als de straal /• gegeven 
is, vindt men de puuten F cn G door middel van de betrok- 
kingen B«F . BJL = B«A«», CG . O» A = ÖX*" en hierdoor 
dus de lijn enz. 

We bepalen nu verder de meetkundige plaatsen der punten 
A", B", C". Uit de betrekkingen 2/AF - 1/AAc f 1/AC„ , 
2/AG = l/AAj + 1/ABa van harmonische ligging volgt onmiddel- 
lyk b{c — r) AF c{b — r) AO. Dus behoort bij een gegeven 
waarde van r één bepaalde lijn f„ en omgekeerd ook bij 
e^ gegeven lijn als men op het teeken let, één bepaalde 
waarde van r. Dus beschrijven ;»„ , ;>* , bij verandering van 
r projectivische stralenbundels. Bovendien zijn die stralen- 
bundels niet perspectivisch, als de gegeven driehoek ABC 
ongeljjkbeenig is. Want het samenvallen van met AB eischt 
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rssbf het samenTallen van pi met BA daarentegen r==ff. 
Dub doorloopen A'^, B*', 0^ kegelsneden, die zooals gemak- 
kelijk blgkt door de drie hoekpunten van driehoek ABC 
gaan. 

Indien en 0^, de door B'' en O"' doorloopen kegelsneden , 

g:op:oven zijn, vindt men een punt O, als men door A een 
willekeurige lijn p„ trekt, de tweede snijpunten ?> " en C" van 
Pa en deze kegelsneden met cn C,„ verbindt en het Bnijpunt 
der lijnen B"B„ cn C"C„ bepaalt. Dus bestaat er tusschen de 
stralen B„0 en CmO een verwantschap (2,2) en is de meet- 
kundige plaats van O een kromme O* van den vierden graad, 
die Bm, Cm en dus ook A„ tot dubbelpunten heeft. De twee 
raaklijnen in Bm zijn de stralou B«0, die bij den met CmBm 
samenvallonden straal 0„,0 behooren , enz. 

Daar wc in liet bovenstaande r htan veranderen van negatief 
oneindig groot tot positief oneindig groot, is O* de meetkundige 
plaats Tan de middelpunten O vau de beide reeksen K en K'. 

«) Als WO in de afleiding van E en K' de punten B« en 0» 
door B'e en C» vervaDgen , doet de stelling van Oarnot ons 
vinden, dat de punten (B'c, C«, Ac, A», B„) op een 
kegelsnee E« en de punten (B^, O», A'<,, A.\y B'„) op een 
kegelsnee K'a gelegen zgn. Deze beide reeksen leveren dan 
samen weer een enkele middelpuntskromme 0« op, die door 
omkeering vnn het teeken van r met betrekking tot de stukken 
op BC verkregen wordt. 

rJ) De zeshoek van Pascal raet betrekking tot den in K 
besclireven zeshoek lIC/C^AcAiB. leert, dat de punten A,,B,,C, 
op een rechte lijn liggen. 

Zoeken we nu de omhullende van A|B| (fig. 3) , dan nierken 
we op , dat de punfcnioeksen A, en B, op BC) en CA projectief 
zijn. Want de ltun(]els (B„CV) en (C^A^) van evenwijdige 
stralen zijn dit. Bovendien komt het punt C niet niet /.ich zelf 
overeen. Want als A, in C valt, is de straal r dvr cirkels gelijk 
i en als B, in C valt is do straal der cirkels gelijk a. Dus 
omhult A,B,C, een kegelsnee en wel een parabool 1*, omdat. 
A, en B| beide in het oneindige vallen als do straal der cirkels 
oneindig is. Deze kromme is tevens de omhullende van A'iB'iC',. 
Verder vindt men nog drie andere parabolen P„ , , Pc door 
verwisseling der pareu (Bc, Ca) eu {B'e, C'i}, enz. 

1* 
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II. Bepaling dek vkkgelijkinoen. a) Uit de figuur tIq- 
den we voor de yergelijkiDgeu der lynen ABg en AC^ 

y cr ^ c (o -- r) 

z ó (a — r) * 6r 

DuÈ moet de doorsnee van BC met K sdcb herleiden tot 

\ez a — rj \cz r J 



of 



r (a — r) 



Derhaye is K voorgesteld door de boven gegeven vergeiyking 
en vindt men de vergelijkiag van K' door de omkeering van 
het toeken van r. 

b) De kegelsneden ^ O en ^ — k {<uB + 6y + e»)' = O syn 
concentrisch , wijl ax + 6tf = O de Ijjn in het oneindige 

avt 

voorstelt. Dus is K coucoDtrisch mot de kegelsnee 2 = O, 

ü — r 

die door A , B, C gaat. Het middelpunt dezer kegelsnee is 
bepaald door de vergelijkingen 

bz ey cx az ay bx 

H \- ~~ 



ft-^r c — r c — r a — r a — r b — r 



abc 
of, als men stelt 

a = Xx{a — r), 6=sftif(b — r), e^vz{c — r) . . . 1), 

door 

ax bff es ' 

d. i. door 

• • • 2)« 



fty + et;<->as; ez ^ ax ^ by ax -\-by — ez 

Tellen we nu bovendien de drie vergelijkingen 1) samen , 

b — cc — a a — 
na ze' aohtereen volgens met - . , — , ♦te hebben 

vermenigvuldigd , dan vinden we 

o(& — e) ^ fc(c — g) . e{a — b) 
_ j 1 — 

/ijf vz 



Digitized by Gopgle 



OPGAVEjJï. N«. 1, ö 

Dit geeft dan door invoeging der met A, /u, v eveoredige 
waarden Tan 2) de aangewezen uitkomst 
Gemakkelijk vinden we voor de Tcrgclijkingen van jr>«,, i?^, 

ey(b—r) -f li(c— r) = O, az{c— r) -\- cx{a — r) = O, hx(a—r)'\'aty{h—r) — ü 
en jdus voor dio der meetkundige plaatsen van A", B", C" 
— a {ü — c) i/z ó (c — a) zx c (a — b) xy = O \ 
a (b — c) yz — b {c — o) aa? + c (a — b) xy = O \- 
a (b — c) yz + b {c — a) zx — c {a — b) xy = O ) 

Hieruit blgkt dan nog , dat deze kegelsneden elkaar twee 
aan twee in een der hoekpunten van driehoek ABC aanraken. 

c) De kegelsnee K« moet de zQden van driehoek ABC 
8ni{den in puntenparen bepaald door de vergelijkingen 

r(a-hr) r{h — r) r{c—r) 

Dus is haar vergelijking 

ouz bzx cxu ] _ 
ria»-\-by + <»f-\-abc ^ ^0, 

a + r h — r c — r) 

terwijl die van K'„ door omkeoring van het teeken van r hieruit 
volgt. We hebben dus verder weer d(' meetkundigo plaats te 
zoeken van de middelpunten der kegelsneden 

ay« bz» cxjf 



a + r b — r e — r 
Wnl dit door omkeering van het teeken van «r, r en « in S = O 

overgaat , ia dé meetkundige plaats der middelpunten voorge- 
steld door 

'T' '~z — r '~ Tz ; — r~ \ — 



«(— QS+bff-^-ez) y {as — bjf -^r (tx) 0 (ox + ^ — cz) 
Hieruit hlgkt dus, dat de door den inzender 'gevondene 

doorloopende transformatie geheel van toepassing is. Want 

door omwisseling der teekens van a, r en « gaat O* in 0*«, 

E in K'. en K' in over. 

d) De vergelijkingen van B«0«, G«A|, A3r zijn 

tc (y -f ^) = rA , ca [z -\~ x) = rA, af) {jr i ij) = rA, 

als A vüor ax by -\- cz geschreven wordt. Dus is 

ax bu cz ^ 

a — r b — r c — r 
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de vorgelijkinp: van A,B,C, en S au (cv — ^jir) = O de tangen- 
tiecle vergelijking der omhullende. Wijl ?/ — a, y = tf = c 
hieraan voldoet, is deze oTnhullcndo een parabool. 

]iangs donzelfden weg vindt men voor de v('rji;('lijkiiio; der 
lijn, dio dooi' verauderiog vau het teeken van r laugs BC ontstaat, 

ox h ^ ^ 



«H-r b — r e — r 
zoodat op deste de theorie der doorloopende transformatie Tan 
toepassing is, enz. 

Opmerkinü. Het vraagstuk kan op de ruimte worden uitge- 
breid. Zoo vindt men met betrekking tut een viervlak ABCD, 
waarvan de zijvlakken door «, /3, 7, 2, de ribben BC, CA, 
AB door a, ó, e en dQ tegenoverliggende ribben door u, , ö^, c, 
zgn Yoorgcstcld, dat de twaalf punten A«, enz. op het kwadra- 
tisch oppervlak 

I- («x + ^if -i- + 5i) - S - S = O 

a — r O, — r 

gelegen zijn en dit oppervlak weer eoneentrisch is met 

rt — r rt, — r 

De bepaling van dc ruimtekromme , die de meetkundige 
plaats der middelpuutcu is^ voert echter tot groote berekeningen. 



Vraagstuk II. 

Oj) een vlak staan drie rechthoekige omwentelingskegels , waarvan 
(Ie hoogten en dus ook de stralen der grondvlakken door /, m, n 
worden voorgesteld, terwijl A, B, C de middelpunten dier grond- 
vlakken aanduiden. Men vraagt: 

a) Te bewijzen , dat de drie kegels elkaar twee aan twee volgens 
een kegelsnce snijden. 

b) Te bewijzen , ilat deze drie kegelsneden twee punten gemeen 
hebben en de verbindingslijn dezer punten P, Q het vlak 
ABC in het niachti unt der drie grondciricels der kegels snijdt. 

c) Meetkundig de liggirg van deze punten P en Q met betrek- 
king tot bet vlak ABC te bepalen. (É. Lehoine.) 

Opgelost door Mej. C. H. de Haas, Mej. A. G. Wijthofp, 
T. J. Allersma , W. H. L. Janssen van Raav, F. F. Leupen , 
J. J. Stoel, H. de Vries en Dr. J. de Vries. 
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Oplossing van T. J. Allbssha. 

Wij nenion de liju AB tot r-as en de loodlijn uit C op AB 
tot i/-as win een rechthoekig coördinatGiistelsel aan. Yerder 
onderstellen we, dat h (a , O, /), M(^, O, tn) , N (O, c, n) de 
toppen der drie kegels zijn. Dau zijn de vergelijkingen der 

kegels : 

w (y — f)» — (2! — n)» «= O 

Door deze 'twee aan twee van elkaar of te trekken vinden 
we 

^— v = 0, V — A = 0, A— /«-0 2). 

u) Do vergelijkingen 2) zijn van den eersten graad. Dus 
snijden de kegels elkaar volgens vlakke krommen , d i twee 
aan twee rolgens drie kegelsneden. 

h) Optelling der vergelijkingen 2) voert tot een identeit. 
Dus gnaii de vlakken der drie kegelsneden door een zelfde 
lijn s en zijn de beide punten , waarin deze lijn een der drie 
kegels snijdt, aan de drie kegels gemeen. 

We vinden het snijpunt S der lijn s niet het vlak ABC 
door z in de vergelijkingen 2) nul te stellen. Dit zelfde resul- 
taat vindt men door z nul te stellen in de drie vergelijkingen 
1) en de uitkomsten tvvce aan twee door gelijkteekens te ver- 
binden. Dus is S het maehtpunt der drie grondcirkels. 

c) Vit de vergelijkingon 2) bhjkt onmiddellijk, dat deze drio 
vlakken achtereenvolgens in de middens der spiegelbeelden 
M'N', Js''J/, L'M' vnn MN, KL, LM ten opzichte van het vlak 
ABC op deze spiftxolltoolden loodrecht staan. Dus is .s do 
loodlijn uit S neergelaten op hot vlak L'M'N'. Dit leidt tot 
volgende constructie : Bepaal het maehtpunt S der drie grond- 
cirkels. Trek door 8 een lijn s loodrecht op het vlak V, dat 
symmetrisch ligt met het vlak LMN ten opzichte van het vlak 
ABC. Breng door s en den top L van een der kegels een 
vlak W. Bepaal de snijlijnen p en g van W met den kogel 
(L) en zoek de snijpunten P en Q van s met // en q. 

Bedoelde constructie is in fig. 4 uitgevoerd volgens de regelen 
der beschrijvende meetkunde ; het vlak ABC is het horizontale 
projectie vlak , do rechte AB is de as van projectie. 
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AANMESKiNaEN. I. De kegelB (M) en (N) «igden het vlak 
in het oneindige volgens denaelfden cirkel. Dna bestaat hnn 
doorsnee uit desen cirkel en een andere vlakke kromme, 
gelegen in een vlak loodrecht op het gemeensohappeljjk sym- 
metrieylak door de assen fr, e (fig. 5). Dus is dit, w|jl B én 
S tot de doorsnee behooren , het vlak , dat yolgens BS lood- 
recht op het symmetrie vlak staat. Hieruit Tolgt dan weet 
gcninkkeljjk, dat dit vlak door het midden yan MN gaat eu 
loodrecht staat op het spiegelbeeld M'N' yan MN , enz. (P. H. S.) 

II. Constnieeren we de doorsnee der beide kegels (M) en 
(N) door middel yan hslpylakken door de yerbindingslijn MN 
der toppen , dan sngden dese hulpylakken het ylak der grond- 
cirkels (B) en (C) yolgens een stralenbundel , die het uitwendig 
gchjkvormigheidspunt U (fig. 6) yan (B en (C) tot top heeft. 
Daaruit blgkt dan, dat de horizontale projectie der doorsnee 
de meetkundige plaats b yan het punt T, waarvoor TB' en TC 
gelijk zijn, d. i. de meetkundige plaats yan de middelpunten 
der cirkels, die (B) en (C) op gelijksoortige wgs aanraken. 
Zoo yindt men , dat de projectie yan de gezochte punten P en 
Q de middelpunten zjjn der beide cirkels, die (A), (B), (G) 
op gelgksoortige wgs aanraken. (H. d. Y.) 

Tot dit zelfde resultaat komen yerschillende oplossers langs 
eenigzins anderen weg. 

III. Door de afmetingen in de richting der c-as een gemeen- 
schappelijke veihuudingsvergroutin*^ te doen ondergaan blijkt 
gemakkelijk , dat de sub a) en b) getioemde stollingen doorgaan 
yoor gelijkvormige , niet rechthoekige omwentelingskegels en c) 
daardoor op eenvoudige wijs verandert. (J. v. R. , J. J. S.) 

IV. Door sommige der kegeltoppen onder het horizontale 
vlak te onderstellen verkrijgt men de acht oplossingen van het 
vraagstuk van Apollonius. (H. d. V.) 

Y. Blgkbaar zgn P en Q toppen van rechthoekige om- 
wentelingskegels , die de bij het vraagstuk van Apollonius 
voorkomende oplossingen tot grondcirkels hebben. In de 
cyclographie (vergeljjk vraagstuk 169 van deel Y) zijn deze 
grondcirkels de voorstellingen van P en Q. (H d. Y., J. d. Y ) 

YI. Is het mogelijk de punten P en Q en dus ook de 
projecties dier punten langs eenvoudigeu weg te construceren , 
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dan is tevens een eenvoudige constructie van het pioblccm 
van Ai'OLLOJJiL'S genomen. Dit nu was de geheime bedoeling 
van don inzender. Wij twijfelen er echter aan , of de boven 
gegoTen oonstnietie E^n Torlangeu naar een eeuTOudiger 
handelwijs bevredigen zal. A^n hem laten wij het over dit 
pnnt met behulp van zijn Géométrograjjhie (zie Comptês 
rendu» dt VAsBoeiatUm frutfruiae , Congrès de Pan) nader te 
onderzoeken. 

Vraagstuk III. 

Men vraagt de waarde van 

J '^g — (^i) 'Ig (-V — <h) Tg (.V — ii^) Tg (-r — a„) dx. 

(J. Neuwerg.) 

Opgelost door Mej. A. G. Wijthoff ch W. Mantel. 

Oplossing van W. Mantel. 

1. Stelt men in de vervorming 

Tg r Tg 17 = Cot O' - ?) (Tg;. - Tg g) - 1 
van de bekende formule voor Tg (/> — q) 

p = x — Ot , ^=sx — a^, 
dan gaat sij brer in 

Tg{x~a^)7^(x—a,)=Cot(fH—a,)Tg{x-at) | Cot((/,-^/2)Tg(ar— Oj)—!. 

Door hciliiialde toepassing van doze formule kan een product 
van taugüuteii van {x — a^) hei h id worden t')t een som , 
waarin elke term slechts een vau x afhangende tangens bevat. 
Dus is 

Tg (x - a,) ïg (jr - a,) . . . Tg {x - a„) = 
A.Tg(« — a,)+AaTg(*-- + A„Tg(* — fl,)4-B . . . 1) 

en derhalve de verlangde integraal voorgesteld door 

A| log Sec (« — <!,) + ... H- A« log Sec (r — «„> -H Rr + C. 

2. Ter bepalinjr van de coetiieiüntcn A stelle men in 1) na 
vermenigvuldiging niet Cot (x — a,) voor x de waarde -j- 

ia de plaats ; dit geeft 

A| = (Jot (a^ — ag) Cot (a, — 0|) • . * Cot (a„ — a,) 
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en faieniit sgn A,, . . . A«' door Terwiaaeling Yan indices af 
te leiden. 

Om B te Tinden stelle men in 1) voor Tga? de onbestaanbare 
eenheid V— ,1 in de plaats, waardoor alle uitdrukkingen 
Tg (« — ffib) deze waarde verkrijgen. Men vindt dan 

(1/— T)- = 1/^1 -f B 

Dus is 

M 

yoor n even : 2A = 0 en B = (— 1)' 

«--1 

voor n oneven : SA = (— 1) > en B = 0. 
In bet algemeen is dus B = Cos \ nw. 

Aanmerking van den Heer Neuberq. Ook met behulp van 
dc theorie der outbinding van rationale breuken in enkel- 
voudige breuken komt men tot de vergelijking 1). 



Vraagstuk IV. 

In een vlak zijn vier lijnen a, b, r, d, een snijlijn / en de 
punten A, B, C, D, die in een zekere involulic op / met de 
snijpunten van / en b, t-, overeenkomen , gegeven. Door 
telkens een der vier lijnen tt (u = b, c , d) en het gelijknamige 
punt U (U = A , 6 , C , D) weg te laten , verkrijgt men vier malen 
achtereen een figuur bestaande uit drie lijnen p, f, r met drie op 
een rechte lijn gelegen punten F, Q» R. Voor elk dezer vier 
figuren gaan de lijnen {fr, P), {r'p, Q), {p^q, R) door een selfde 
punt S; bovendien liggen de vier punten S op een rechte lijn. 
Men vraagt dit te bewijzen en merkwaardige bijzondere gevallen 
dezer stelling aan te geven. (J. Neuberg.) 

Opgelost door ], J. Stoel en H. de Vries. 
Oplossing. 

1. Ziju A, , B, , C| , I)| (fig. 7) do Knijpunten van O, ^, c, d 
met / cii licett uien A en B \villekcuri<^ aangenomen, waardoor 
de involutie bepaald is, dan vindt nieu het punt C met behulp 
van de bekende stelling , dat de drie paren overslaande zijden 
van een volledigen vierhoek een willekeurige rechte in drie 
punteupareu eencr iuvolutio ontmoeten , als volgt. Verbind 
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het punt A met het punt 6c,. het punt B niet het punt ca en 
het snijpunt S, dezer nieuwe lijnen met het punt nh , dan wordt 
/ door de laatst verkregen lijn in ( ' gesneden. Deze constructie 
leert dan tevens . dat de drie lijnen (//c, A), (ca, B) , [nb ^ C) 
door een zelfde punt S, gaan. Evenzoo geeft combinatie van 
d met üt en 6 het punt Sj , van d met c en a het punt en 
vnn d met ^> en c het punt S^. In alle drie gevallen vindt 
men natuurlijk hetzelfde punt T). 

Om te bewijzen , dat de vier punten 8 op een zelfde rechte 
g liggen, beschouwen we de drie puntenpuren (B, B'), (C, C), 
(D, I)') , die op / en a twee projectieve puntenreeksen bepalen. 
De perspectief-as dezer reeksen is de verbindingslijn der drie 
puüten 

(BC, B'C) = S| , (BD', B'D) = S», (CD', 0'D) = S,. 
Dus HggeD S|, Sa, Ss op een zelfde rechte y, Syenzoo volgt 
uit de beschouwing der door (A, A''), (B, BO, (C, Q") op { 
en d bepaalde projectieve puntenreeksen, dat S^, S^, 84 op 
een zelfde rechte liggen. Dus liggen de vier punten S op een 
zelfde rechte 9' • 

Bgzondere gevallen dezer stelling verkrijgt men, ht door van 
de involutie bjjzondere paren aan te nemen als dubbelpunten, 
centraalpuDt en punt in het oneindige , één dubbelpunt in het 
oneindige, enz., 6f door de gegeven rechten gedeeltelijk even- 
wgdig aan elkaar aan te nemen, 6f met behulp van beide 
middelen. 

Aanmerkingen I. Als l do lijn in het oneindige is en de 
involutie op bepaald wordt door een om zijn hoekpunt 
draaienden rechten hoek , zjjn de vier punten S de hoogtepunten 
der vier driehoeken , die men uit de vier hjnen a , fj, c , d 
vormen kan en liggen deze punten dus op de richtlijn der 
parabool, die deze vier lijnen aanraakt. Dit bijzondere geval 
heeft den inzender tot het bovenstaande vraagstuk geleid, 

II. Construeert men bg een willekeurig punt E van / in 
de beide paren van projectieve puntenreeksen op (a, /) en 
{d l) met behulp van de gcnicenschnppelijke perspectief*as g 
beide overeenkomstige punten S', E", dan gaat de lijn E'E'' 
of r door het in de involutie op / aan E toegevoegde punt E|. 
Onder alle lijnen door E, komt dan alleen aan e de eigenschap 
toe , dat de punten S , die men verkrj|gt door haar met twee 
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der vier lijnon 6, c, d te conibineeren , alle op y liggen. 
Düur ieder punt van / gaat steeds een , duch ook slechts eeu 
zoodanige lijn. Al deze lijnen omhullen de kegelsnee , die de 
vijf lijnen ^, h, d, l aanraakt. Werkelijk bewijst men 
gemakkelijk, dat in de projectieve pantenreekseD (B'C'E'F'. . .) 
en (B'^C^E'^F''. . .) de punten A, en D| met elkaar oTereen- 
komen. (H. d. Y.) 



Vraagstuk V. 

Met betrekking tot een gegeven driehoek ABC beschouwt men 
twee punten M, en M^, wier voetpuntsdiieboeken «tj,^, /, en 9, p^^ 
in een zeUde kegelsnee beschieven zijn. Gevraagd de meet- 
kundige plaats van M^, als M, gegeven is, en het karakter van de 
feeks der overeenkomstige kegelsneden K'. (J. Neuberg.) 

Opgelost door T. J. Allersma, J. Neuberg en Dr. P. H. Schoute. 

Oplossingen. 

I. 1. We nemen driehoek AHC als jissendriehoek a.in en stellen 
de normale afstandscuuidiiiateii van M| en door (X| , , s,) 
en (x^, yj, voor. Verder duiden we de kegebnee door 
de vergelijking 

Vx"^ + Qy* + lis'^ 4- 2/)y2 + 2(izx -f 2rrry = O . . . . 1) 
aan , waarbij dan de coördinaten van en bepaald worden 
door de vergelijkingen 

a; = O , ^ 2injz 4- Re» = 0. 
Zijn nu A| en de uit de laatste vergelgkiog volgende 
waarden van de verhouding ji/^, nemen wij in aanmerking dat 
de coördinaten van r/, en (t^ door 

(O, ƒ1 + af, Cos C, «i + a-i Cos B) . . . (» = 1,2) 
worden voorgesteld en geven we aan /i,, Toor t^x en aan 
vi , v% voor x/^ de overeenkomstige beteekenis van Af , A, voor 
yA, dan vinden we de betrekkingen 

_ yi + «i Cos C _ zj + yi Cos A _ xi 4- tj Cos B 
^*""*i + iri Co8B'^'~a?i + yi Cos C ' ''^"ys + ^i Cos A ' 

1,2) 

2p = - Q (A, + Aa) , 2./ - - U (yu, + /uaj , 2r = ~ P (v, + .g, 
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Hieruit volgt dus AjXj . . «'iVj— 1. Stellen we nu kort- 
heidshalve A,/i|V, düor A vüoi <!n voegen we in de betrekking 
kX^fXiV^ = 1 voor Aa, fh^ Vi de boven gegeven waarden in, dan 
vinden we met weglating der indicea voor dc vergelijking dor 
meetkundige plaats van M.^ 

i{z y Cos A) {x + 2 Cos B) (y + Cos C) = 

(y -i- « CoB A) (« + « Co8 B) (x + y Cos O) . . . 2). 

Dus is de meetkundige plaats een door A, B, C gaande 
kubiache kromme. 

Ligt M| op den omgeschreven cirkel van driehoek ABC, 
dan is, ten gevolge van de betrekking ^y,?, + bz^xi + (»r,yi = O, 
waarin a, 5, e als naar gewoonte de zijden van driehoek 
ABC aanduiden, — 1. Derhalve is dan ook op den 
omgeschreTen cirkel gelegen. Werkelijk gaat 2) dan na deeling 
door nx -{- hy + w in ayz 1- hzx -ï- cxy = O over en splitst de 
kubische kromme zich dus in de lijn en den omgeschreven • 
cirkel. Volgens de bekende eigenschap der rechten van Simsox 
splitst zich dan in twee rechte lijnen. (ï. J. A.) 

2. Tnsschen de coëfficiënten van 1) bestaan de betrekkingen 

QA,* -i- 2/)A, + It = ü, R/i,-» + 2^/1, + P = ü, Pv,' + 2rv, + Q=0. 

Das gaat 1) door eliminatie van 9, r over in 

P«^« - v,y + Qy - A,* - ^j+IU^« - I j =0 , . 3). 

Dus zijn de tweed»- snypnuten van deze kegelsnee met BC , 
CA, AB bepaald door de betrekkingen 

y jL__^ a;_Q 

z A,Q' X ' y V|P 

Verdoelen deze punten «j, J3a, ya zijden BC , CA, AB 
in stukken (oi , 0a)» (6| , («1 , c%ij dan gelden dus de be- 
trekkingen 

CO} _ B «^a _ P _ i'|P 
ftff, A|Q' «6| /»|B* 00, Q 

Wfil nu 

+ V + «,' = «i' + V + 

of 

a (fl, — fl^ + * ft — y + « («ïi — = O, 
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^ -f /y-^ -! + -! i = O 



O, 4- 



^, + 



c, + Ca 



de voorwaarde uitdrukt, dat a%^ft een voetpuntidriehoek ia, 
jBfjii de coëfficiënten P, Q, R yan 3) verbonden door de betrekking 



cA.Q + 6U 



.,/>i/,P — aQ_ 
a^,lt -fcP ^ ^ Aw.P + öQ"" • * ^* 



Uit 3) en 4) volgt nu het karakter der reeks van kegelsne- 
den K'. Is in 8) de substitutie x = x^, 9 = y't « = volyoerd, 
waarbij p', z' de coördinaten van een gegeven punt N zgn , 
dan blijkt uit 8) en 4), dat er door dit punt drie kegelsneden 
der reeks gaan; want deze vcrgcljjkiogen zijn. in P, Q, R 
homogeen van den eersten en den dorden graad. 

Verder is de tangentiëele vergelijking yan 3) 



— 2P 



Q 



-2Q , 



P 
Ml 



QA, + 



P 

-2K , 



u 



— . V 



w 



= O 



O 



en dus homoc:oon van den twcodon graad in 1*, Q, R, Wijl 
zo onafhankelijk is van 4), raken dus zes kegelsneden der reeks 
een gci^cvon lijn (//, v, u) aan. 

Deze beide uitkomsten zijn in overeenstemming met de for- 
mules van SciiüBERT. Zijn de gpzochte getallen p en l cn 
stellen c on r het aantal in twee lijneu of in twee punten 
ontaardende kegelsneden der reeks voor, dau geiden de be- 
.trekkingen 

3|» = 2r-i-S , 3/-r4 2^. 

Hierin nu is r = O en dus / = 2p. Werkelijk zjjn er in de 
reeks negen in twee lijnon ontaardende kegelsneden. Snijden 
de lijnen |3i7i , 71 «i , «i/3, de zijden BC, CA , AB in ft» Ta» 
dan zijn het de drie drietallen van kegelsneden door a^, door 
ft, door 7,. (P. H. S.) 

II. 3. De voorwaarde , die uitdrukt, dat de zes punten a^ , a„ 
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^1, /3i, 7i , 72 op een kegelsnee liggen, is: 

Btt. . Ba» C/3. . 0/3 . Ay, • Ajy, ^ 

Stellen na A^B,C, en AjB^tOa (Ag- de driehoeken voor, 
die achtereenvolgens gevormd worden door de loodlgnen in 
A op AB, B op BO, C op CA en in A op AC, B op BA, 
C op CB, dan sijn Bai, C/3i, Ayi en Cttj, A/3j, By» = 2) 
de a&tanden van Mt en Ifla tot de zijden van de driehoeken 
AiB|C| en AaB^C^. Duiden we deze grootheden voor M| door 
(«I» Sfi» «i) («»> 9ti wr M* door {X„ Y,, Z,) en 
(X«, Tt, 2^) aan, dan gaat 5) over in 

a:,y,.',X,Y,Z, =2:2^22^X2 YaZj 6), 

d. i. in de vergelijking der meetkundige plaats van M.2 met 
betrekking tot de beide coürdiuatendriehoeken A|B|0{ en A;jB^Ca. 
Zoo als de substitutie 

X. = a - X, , Y2 = /> - Y, , Z, = r — Z, 
onmiddellijk leert , is dnzo meetkundige plaats een kubische 
kromme, gaande door de negen snijpunten van de zijden der 
driehoeken A,B|C, en A B^C^. Deze kromme gaat dus door 
A, B, O. Verder hoeft zjj do loodlijnen op de zijden van 
driehoek ABC tot asymptotenrichtingen. Eindelijk gaat zij 
door de punten A3, B3, 0;, op den omgeschreven cirkel diame- 
traal tt^genover A, B, C gelegen. En terwijl bij A, B, O 
werkelijke kegelsneden K- behoorcu , vinden wij bij A3, B;,, C3 
de drie lyuenparen (BC , /3|7,), (OA , 7,^/,), (AB, «,/3|). 

Ter bepaling van de asymptoot loodrecht op BC stellen 
we in 6) 




waardoor we vinden 

X, _ x-iU-iZi^ ^ 
Xi x^l/^z^ 

Hierdoor ia het snijpunt van deze asymptoot met BO aange- 
wezen. Is dit «' en hebben j3' en 7' de overeenkomstige 
bet( ekenis voor de asymptoten loodrecht op CA en AB met 
betrekking tot deze zijden, dan is dus 

Ba' _ 0/3; _ A7' 

Ca' ~ A/3' ~ B/ 
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Dus dGelcii de drie asymptoten de zijden van driehoek ABC , 
op welke ze loodrecht staan, iu deuzelfdeu ziu rondgaande in 
dezelfde verhouding. 

Ter bepaling van het aantal der door een gegeven punt 
N gaande kegelsneden der reeks beschouwen wo den bundel der 
door Ui, /3i, 7( , N gaande kegelsneden, die door de tweede 
snijpunten a^, /Bj, 72 met BC, CA, AB op deze zgden van 
driehoek ABC drie projeetieTe puntenreelraen bepidea. De 
meetkimdige plaats yan het snijpunt S der loodlgnen a^S en 
/3aS in er, en /3| op BC en CA upgorieht is een kegclsnee a'. 
Evenzoo is de meetkundige plaats Tan het snijpunt T der lood- 
lynen a^T en y^T in en 72 op BC en AB opgericht een 
kegelsnee r'. Behalve het oneindig yer gelegen punt der 
loodlgn op BC (gemeenschappelijk toppunt van twee der bundels 
evenwijdige stralen) hebben en r? nog drie punten gemeen. 
Dus is aifdiy-i een Toetpuntsdriehoek voor drie kegelsneden der 
bundels en gaan er door N drie kegelsneden van de reeks. 

Beschouwen we nu een gegeven lijn dan is het duidelijk, 
dat tnsBchen de punten N, , N^, waarin deze door de kegelsne- 
den der reeks gesneden wordt , een symmetrische verwantschap 
(3, 3) bestaat. Dus zijn er zes coïncidenties. Wijl er nu geen 
kegelsneden in de reeks voorkomen, die uit twee samen- 
gevallen rechte lijnen bestaan, raken zes kegelsneden uit de 
reeks de lijn n aan. (J. N.) 

4. AANMERKisa DER REDACTIE. Men ZOU kunueu meenen, 
dat het laatste resultaat ook langs den volgenden weg te be- 
reiken is. 

De kegelsneden » die door a, , /3, , 7, gaan en een gegeven 
l|jn n aanraken, doen door de tweede snypunten Os, 

met BC, CA, AB op deze zijden puntcnreeksen in overeenkomst 
(2, 2) ontstaan. De meetkundige plaats van het sngpunt S 
der loodlijnen u.j^S en fiS in overeenkomstige punten a.^ en /3g 
op BC en CA opgericht is dus een kromme a*. Evenzoo is 
de meetkundige plaats van het snijpunt T der loodlijnen «^'^ 
en 72T in overeenkomstige punten a.^ en 7.^ op BC en AB 
opgericht een kromme r"*. Behalve het voor vier snijpunten 
tellende onoindii,^ ver frelej^en punt der loodlijn op BC, dat 
gemeenschappelijk dubbelpunt der beide krommen is, hebben 
deze krommen 12 punten met elkaar fremeou. Deze punten 
behoeven echter niet alle iu verband te staan met kegelsneden 
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uit de reeks. Want de /3a en 72 » die bij een snijpunt en dus 
bij een zelfde behooren , behoeven niet bij elkaar te behoo- 
ren. Anders gezegd, dc derde kromme, die do meetkundige 
plaats is van het snijpunt der bij elkaar beboerende lijnen 
/SjS eD Y^T, gaat, zooals ait het voorgaaDde volgt, slechts 
door zes der 12 snijpuiiten Tan en r*. 



Vraagstuk VI, 

In een xelMe ^lak zijn twee congruente ponbolen P,* en P,* 
met de assen in desdide richting Uuig» eUuar geplaatst Twee 
kooiden A,B, en A^B^ van P,* laken P,^ en snijden elkaar in P , 
terwijl de rechten A,As en 6,6, het punt Q en de rechten A^B^ 
en AjB, het punt R gemeen hebben. Men vraagt de meetkundige 
plaats der punten Q en R en die van de middens Mf en Mr van 
PQ en PR, als P een gegeven kromme beschrijft. 

(T. J. Allersma.) 

Opgelost door M^. A. G. Wqthoff €h T. J. Aixsrbma. 

Oploflsing* 

We stellen de parabolen voor door de vergelijkingen 

P,« = y» — 2;) + a) = O , IV = - 2px - 0. 

Zijn na («I, yi) de coördinaten van P, dan zijn de beide 
laaklUnen uit P begrepen in de vergelijking 

— — 2y, (« — «,) (F — y,) + 2*1 (y — y,)« = 0. 

Dus is de vergeiyking van alle kegelsneden door A, , B, , A,, 
p{x — «,)'■* — 2y, {x — X,) (y — y,) 4 2», (y — y,)* + 

*(y» — 2iMC — 2iMi) = 0 1). 

Beataat 1) uit twee rechten , dan is het middelpunt op de 
kromme gelegen en bestaan dua de drie vergelijkingen 

- y,» 4. 4- *)y - aP,yi = O j 

naast elkaar. Door elimmaLic van k volgt hieruit 

(y — yi) {p^ — yiy + ^ ^ j 

(« — a?,) {px - y^y -h jw, + 2aj^) — 2ay, (y -yi) = 0, 
Wm. Ovo., DL VX. ^ 
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waaraan voldaan wordt door de drie volgendo onderstelliugeu 

*"y =«^1 P • * r = yi i' 

De eerste ondersteUing geeft bet pont P, de tweede het 
jnint Q, terwyi de derde de eYenwijdigheid van A|B, en A,B, 
bewgat, tenzij y,'' - 2/>z, =: O is en P op Ps* ligt Das liggen 
B en Mr oneindig ver^ terwgl voor de coördinaten Tan Q en 
M, gevonden wordt 

^« yi' -p«%— ) yi' — 

Q . . . p J > M, . . . 2p 

y = yi ! y = yi 

Als P de kromme ƒ («, y) = O doorloopt, besohrijft Q derbalve 

(u* — pg — iap \ 
j yj = 0, terwijl onafhanke- 

lyk van de kromme f \x, y) = O steeds de parabool P|* doorloopt. 

Aakverkinoer ykx db rbdaotib. I. Als het punt P op de 
gemeenschappelijke as der parabolen ligt, volgt de evenwijdigheid 
van A|B« en A^B, uit de symmetrie. Evensoo blijkt bij wille- 
keurige ligging van P met behulp van de gemeenscbappelijke 
middellgn door P en de aan dese middellijn toegevoegde 
liehtmg, dat AiB^ en AaB, beide deae richting hebben. 

n. Als P de rechte Ign AB doorloopt, doorloopt Mf de 
parabool P|' en Q das de parabool , die men verkrijgt door de 
van AB af tot Pi* ia de richting der middellijnen gemeten 
segmenten te verdubbelen. Al de op deae wijze bij de verschil- 
lende lynen AB beboerende parabolen hebben dns met P,* en 
P,* de richting der as gemeen en een dubbel 100 groote para- 
meter. Weriielgk behoort bf| de rechte + my + » » O de 
kromme 

En als de rechte draait om het punt (d^, y'), doorloopt de 
top der overeenkomstige parabool de parabool 

0,-y>.--2.|,- '''-^- 
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Vnwgatak VIL 

Men vraagt de polen en nulpunten der beide functies 

(«— ƒ)(> — i) * {» — y)» 

te bepalen , als tusschen en j de betrekking 

/an Vraagstuk 8 yan ded IV bestaat. (Dr. F. db Boer). 

Opgelost door Dr. F. D£ Boer. 

Oploising. 

Stellen we in aansluiting aan de notatie van vraagstuk 8 van 

deel IV de ponten opbO, waarvoor y en — aehtereenvolgcns 

dx 

de waarden (O, 0), (O, 1), (1, 0) (1, 1) hebben, door O, , 0^, 
O3, en het punt x — \ {y = door B voor, dan blijkt 
vooreerst onmiddellijk , dat de teller van z elk der vier punten 
O tweemaal tot nulpunt heeft. Verder vitidt men uit x = y 
en de gegeven betrekking driemaal — 0, y = O en eenmaal 
a? = ^ , y = \. Van de eerstgenoemde drie punten ligt er één 
in O, wijl de afgeleide van a: — y in dat punt niet nul is, en 
zijn de beide andere dus in vereenigd. Van de nulpunten 
van den tweeden factor des noemers liggen er drie in O3 en 
een in O4. De functie z heeft dus twee nulpunten , nl. 0| en O4 
en twee polen nl. O3 en B. 

Op dezelfde wijs vindt men , dat de functie t twee in O4 
samenvallende nulpunten en 0| en B tot polen heefl. 



Vraagstuk VXII. 

Men vraagt de betrekkingen aan te wijzen , die er tusschen de 
vier in het voorgaande vraagstuk voorkomende veranderlijken 
s, / twee aan twee bestaan. (Dr. F. de Boer.) 

Opgelost door Dr. F. de Boer. 

2* 
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Oplossing. 

1. TaBsoben x eü z moet een betrekking bestaan , die in x 
van den tweeden en , in z van den Tierden grafuï is. Werkelijk 
geeft eliminatie van y uit 

dan ook 

(2«* — 4«» + 2^« + 1) a:» - «■ - 1) a: s-» - 1) = O . . 1). 

2. Om de betrekking tusschen t/ en ^ te vinden kan men 
op dezelfde wijze x elimineeren. Doch men kan ook als volgt 
te werk gaan. 

Daar de polen van y samenvallen met die van x (in het 
oneindige) , moet de coëfficiënt van y'^ gelijk zijn aan dien van 
x^. In de nulpunten vau y, waarvan er drie in O, samenvallen 
en het vierde in 0^ ligt (zie het vorige vraagstuk), heoft ^ drie- 
maal de waarde nul eu eenmaal de eenheid. De bekende term 
moet dus op een constanten factor na gelijk zijn aan — 1). 
Dat z in O , de eenheid is , vindt men door teller en noemer 
van de uitdrukking voor z tweemaal te differentieeren ; doch 
het volgt ook wel uit 1), wijl deze vergelijking aantoont, dat 
in de vier nulpunten van a: de ^ tweemaal nul , eenmaal 
oneindig en eenmaal de eenheid wordt. Dus moet de betrek- 
king tusschen y en a; de gedaante 

(2«* - 4S' + 2«=* -h 1) -(- (oo + a.s» + aa«^ -h fl,« + aj y + 

a^z"^ (« - 1) = O 

aannemen. Bangsobikt men nu naar >, dan moet de coSffimSnt van 
de vorm (2y — 1) (y — 1) zgn; want y heejEt in de polen 
Tan z de waarden { en 1. Dus beeft men «o = — 3, = 1* 
I)e nienwe bekende term moet verder door ^ en y ~ 1 deel- 
baar agn. Dus is 04 s= — l. Yan de vier waarden van z voor 
y = 1 moeten er drie oneindig zijn ; dus moeten — 4y* -\-a^y — 1 
en 2y^ 4- o^y door y — 1 deelbaar zijn. Hieruit volgt a| =5, 
O) = ~ 2. Eindelijk blijkt uit 1) , dat het ^-vlak een Tertak- 
kingspunt heeft in « 1 ; dus moet de vergelijking in y voor 
« SS 1 twee gelijke wortels hebben en derhalve <^ s 1 zyn. 
Dus is de gezochte betrekking 

(2*»-4»»+2«»-hl)y»-i-(-3»*-i-6*»~2»^-l-«-l)y+»»(«-l)=.0..2). 



Digitized by Google 



OPGAVEN. N". 8. 



21 



8. Om de betrekkiDg tuBseben y en < te vinden merken 

we op, dat i in de vier polen van y de waarde ~ heeft, 

als /i. een der vier vierdemacbtswortela nit de negatieTe een» 
beid aanduidt Dus zgn dese waarden van t de wortels Tan 
de vergelijking 2/* + 44* + + 1=0. Hek eerste lid dezer 
▼eigelgking is dus de coSfficiënt van y'. Tan dé' nulpunten 
van |f liggen er drie in O, , waar t oneindig is; de bekende 
term is dus van den eersten graad in t. Derhalve kunnen wij 
stellen 

(2/* + 4/3 2t^ +1)2/2 + (M* 4 h,t^-^h.j^+h^l + Ö4) y + V + h =0. 

Voor / = ü moet y tweemaal de eenheid zijn ; dus is ^4 = — 2, 
= 1. In O3 is t de negatieve eenheid; voor y = 1 heeft t 

behalve de reed» gebruikte waarde nul dus nog driemaal de 

waarde — 1. Dus vinden we 

13 8 1 * 

Neemt men nu nog in aanmerking, dat de polen van t aan // =^ O 
en y = ^ beantwoorden , dan vindt men = ^1 = — 1- » 

^2= h ^^r, = 1 • 

Om eindelijk nog een betrekking tc vinden, kan men de waarde 

van t in Oa bepalen. Dit kan geschieden door teller en noemer 

van de uitdrukking voor t driemaal te diflferentieeren en de dan 

optredende differentiaalquotienten van y te berekenen. Om dit 

te ontgaan herleiden we de uitdrukking van t eerst tot 

^ + y — O 
ï' + y(y— 1)' 

Hieruit vindt men — 1 door teller en noemer slechts eenmaal 
te differentieeren. Zoodoende blijkt dat 6, = 1 en ^ = O is. 
Derhalve is de gezochte betreklung 

(2**+4l« + 2««+ + — i»4.2)y + « + l=0,..3). 

4. Langs denzelfden weg of door rechtstreeksche eliminatie 
vindt men 

(2<* + 4< » + 2/» + 1) «2 — + 4i» + 5/^ -I- 20 « + < (< + 1)* = O . . . 4). 

5. De betrekidng tussoben zent moet in beide veranderlijken 
van den tweeden graad zgn. Door reohtstreekache eliminatie 
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vindt men wel een betrekking van hoogeren graad, die de 
gezochte vergelijking als factor bevat. Merkt men echter op, 
dat 2 in de beide nulpunten van t nul is en in de eene pool 
nul, in de andere oneindig, dan kau men de betrekking reeds 
iu den vorm 

scbr^Yen. In do polen van z is verder / = ao ea. t — — 1. Dus 

is — r„. In O.j is 3 — 1 , f = — 1 , dus is r, 4- ''j = 1- En 
ter bopuliug van de nog overschietende constanten kan men 
nu allerlei wegen inslaan. Men kan bijv. opmerken, dat voor 
o; 00 , y = <X) gevonden wordt 

waarin fi de boven aangewezen beteekenis heeft; de uitkomst der 
substitutie in de onderstelde vergelijking moet dan voor alle 
vier waarden van een identiteit zijn. Ook kan men uitgaan 
van de bewering, dat de oplossing naar ar, y of / denzelfden 
wortelvorm in z moet opleveren. Nu vindt men uit 1) door x 

op te lossen den wortelvorm ^ ^* — ' 2^'^ 4- 1. Dus zal 
ook in [c^^z^ -\- c^z \ c,)"^ — 4c.;^z^ de eerste macht van z moeten 
ontbreken, zoodat, wijl Cj = O de vergelijking door z deelbaar 
maken zou, c, = O moet zijn. Hieruit volgt 1 en ook 1, 
Dus is de einduitkomst 

= O 5). 

Vraagstuk IX. 

Als y, 2, / dezelfiie beteekenis hebben als in de beide voor^ 
gaande vraagstukken, vraagt men een ntionate nitdrukking voor 
x\ny tSLgf voor x in en /, voor jr in « en /, en voor / in 4P en f. 

(Dr. F. DK Boer.) 

Opgelost door Dr. F. de Boer. 
Oplossing. 

Leiden we de vergelijkingen van het vorige vraagstuk door 
eliminatie af, dan vinden we in den loop der bewerking de 
gevraagde mtdrukkingen. Zij zijn 
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(2y-l)^-V-(»^l) 1)1,-1 
y. + y_l l^-W' • • *-(!• _ 1) _ 1 » • • 

(< — 1) « ^ — eap + 2 — 1 

(2< + (/ — 1) (2?— l)a: — « ' 

Men kan deze functies echtor ook uil; haar polen en DuIpuDton 
opbouwen. Voor 3) mug dit liier worden aangewezen. 

De dubbelpunten van t op het x-vlak of van x op het ^-vlak 
zijn j? = O, < = — 1 (Oa en Oa) en « = § , < = 1. Het di£feren- 

fiaalqtiotieiit ^ heeft in de waarde + 1, in O, de waarde — 1, 

dx 

zoo als blijkt bij differentiatie van de vergeljjking , die in vraag- 
stuk 7 de t bepaalt. 

We kunnen nu voor z een rationale breuk in / en x aannemen, 
waarvan de noemer de beide dubbelpunten van t op het ar-vlak 
en de in O3 gelegen pool van ^ (x = O, / = — l ^ t' = — 1) 
tot nulpunten heeft. Do aadeie pool van z (x = ^ , / = qo ) 
kunnen wij dan op andere wijs in rekening brengen, wijl de 
noemer ix x -\- a.^ t constanten genoeg bevat. Nu 

verschaft het dubbelpunt x = O ^ t = — 1 de betrekking — «3. 
Bovendien moet het punt a: = 0, / = — 1, t' = — 1 nog een 
tweede maal als nulpunt van den noemer fuiigecron. Wijl de af- 
geleide nu ook verdwijnen moet, geeft dit n^t' x -{-a^t-{-a^-{-a.^t' = 0 
en dus voor het bedoelde punt a, = Uq + a^. Het andere 
dubbelpunt geeft ^ (oq + 0|) + o-i + = ^ en dus, als we a,= — 1 
stellen , = 2 , a, = 1 , 03 = — 1. Dus is de noemer 
(2/ 4- 1) a; - (/ + 1). 

Bïeii functie ybii den gevonden Torm beeft in het algemeen 
1.4+1.2 of 6 polen en nulpunten. De polen zyn de vier 
poleo van x en de twee polen van U Van de nulpunten 

1 + 1 

kennen wg er reeds vgf. £n brengen wi) = ^T+T 

vergelijking 4) van bet vorige vraagstuk over, dan wordt die 
vergelijking , die naar beboeren drie wortels — 1 en twee 
wortels + 1 heeft , van den vijfden graad. Het zesde nulpunt 
is dus met een der polen samengevaUen en wel met de pool 
s = I , I = 00 ; Dua heeft de fbnctie slecbta vijf polen en 
vf|f nulpunten overgehouden. 

Kernen we nu ook als teller + 6, « + ft, f + 6, en geven 
wg dezen vorm de beide dubbelpunten tot nulpunten, dan 
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hebben reeds een fiinctie , die de polen yan z en geea 
andere dan deze tot polen heeft, terwgl tnflschen de onbepaaMe 
coêffioiëDien de betrekkingen 6^ = | (^» + ^i) + &a + — O 
bestaan. Laten wg eindelgk nog een der nulpunten mei een 
der nulpunten van «(a? = 0, t = O en« = 0, < = oo) samen- 
vallen , dan vinden we 6o + 6|=sO, ft» — 0,i^ = 0. Dus 
hebben ve 

^. {i - l)x 
(274-1)0? 

die nog alleen maar in een constanten fiustor Tan « Terschillen 
kan. Ter bepaling yan berekene men nu nog een stel bg 
elkaar behoorende waarden yan f en «, bgy. de waarden Toor 

1 M* 

« = 00 . Dan ia « = -— r , t = ; en dua = 1 : enz. 

M (1 — /*) • 1—1» 

Had zich hier niet de toevallige omstandigheid voorgedaan, 
dat de pool (x ^ ^ , ^ = oo ) uit den noemer wegvalt, dan 
hadden we den teller ten opzichte van t van den tweeden 
graad moeten nemen en de twee coëfficiënten , die dan meer 
beschikbaar zouden geweest zijn, zoo moeten bepalen, dat het 
zesde nulpunt van den noemer ook in den teller voorkwam 
en de pool (o; = O , ^=00) elechts eenmaal in plaats van 
tweemaal in den teller werd gevonden. 



Vraagstuk X. 

Gegeven twee elkaar kruisende rechten ^ , ^ en een punt P, Men 
vraagt de orthogonale hyperbololde(n) te construeeren , die door a , 
b en V gaan. 0. Cardinaal.) 

Opgelost dfiwr J. Cakdikaal en H. db Vmbs. 

Oplossing van H. Ds Ybies. 

Een orihogonale hyperboloTde heeft de kenmerkende eigen- 
sohap, dat op ieder der beide reeksen van vlakken van cirkel- 
doorsnee twee op het oppervlak gelegen rechten loodreoht 

staan. Wordt de hyperboloïde voortgebracht door twee pro- 
jectieve vlakkenbundels , dan treedt deze bijzonderheid in onder 
twee verschillende omstandigheden. Yooreerst als do overeen- 
komstige vlakken der beide bundels loodrecht op elkaar staan. 
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In dit geval blijkt nl. onmiddellijk, dat de doorsnee van het 
oppervlak met een vlak loodrecht op een der assen a en 6 der 
bundels een cirkel is, en zijn deze dus twee der bedoelde 
rechten. Ten tweede doet de bedoelde bijzonderheid zich voor, 
als do boido vlakkenbundels congruent zijn. Verplaatst meti 
alle rechten der tiguur evenwijdig naar een zelfde punt O, 
zoo dat men niet met een hypcrboloïde maar mot een kegel 
te doen heeft, dan loert L'cn eenvoudige figuur (zio fig. 4 op 
biz. 61 van deel III der Annales de Delft) ^ dat do hoidc assen 
O en è en de beschrijvende lijnen c en d loodrecht op de vlakken 
van cirkeldoorsnee dan een vierribbe vormen. , waAivan het 
vlak cd eon symmetriovlak is, enz. 

Maken we nu ter voortbrenging van het oppervlak van de 
laatste handelwijs gebruik en beschouwen wc de gegeven 
rechten a en ö als assen van twee congruente vlakkenbundels, 
dan vormen de vlakken aV en een paar overeenkomstige 
vlakken. Brengt men nu door a een willekeurig ander vlak, 
dan gaan er door 6 twee vlakken , die met /yP denzelfden hoek 
insluiten als het eerstgenoemde met a. Anders gezegd bij den 
vlakkenbundel (a) behooren twee congruente vlakkenbundels (6), 
die zich door de bewegingsrichting van elkaar ooderacheiden. 
Dus zya er in het algemeen twee oplosaingeu. 

Aakhbbkiitgen. I. De hyperboloïddn, diedebeide^ïploasuigeii 
Tormen, hebben vier rechten met elkaar gemeen, nl. a, ^, de 
enjjlgn der vlakken aP, SP en die der vlakken door a en b 
loodrecht op aP en ^P. 

II. Ligt P echter zoodanig, dat de vlakken <?P en 
loodrecht op ollcaar staan, dan voojj;t zich bij do boven gevonden 
oplossingen nog een derde, die op de eerst aangegeven wijs 
ontstaat. Deze derde hyperboloïde heeft met elk der beide 
anderen de rechten a, é en de snijlijn der vlakken aP, óF 
gemeen. 

III Eigenljjk is het aantal oplossingen oneindig. Want de 
kwadratische oppervlakken door <?, 6, P vormen een net, terwijl 
de voorwaarde , dat het oppervlak een orthogonale hyperboloïde 
zijn moot, een enkelvoudige voorwaarde is Stilzwijgend is in 
de Ixido oplossingen aangenomen, dat a en 6 de assen der 
bundels moeten zijn, die het oppervlak voortbrengen. En dan 
komt men tot twee, hoogstens drie oplossingen. (lUp.) 
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Vraagstuk XI. 

Van een vlakke kromme van den vieiden graad met keerpunt 
en dubbelknoop (vereeniging van twee samengevallen dubbelpunten) 
kent men het keerpunt, de dubbelknoop, de raaklijn in dit punt 
en vier andere punten. Men vraagt de kromme punt voor punt 
te construeeren. (J. Cardinaal.) 

Opgelost door J. Cakdinaal en H. de Vries. 

Oplossingen. 

Do oplüHsiiig van dit vraagstuk kan afgeleid worden uit de 
voortbrenging van rationalc krommen van den vierden graad 
met behulp van twee projectieve bundels van kegelsneden en 
uit besohcuwingen aan de regelmatige kwadratische inTclutie 
iNieuw Arékieff deel 12, bis. 10 en Arehives Néerlandatsês ^ 
deel 20, bis. 12) ontleend. De eerste weg is door den Heer 
J. Oardiitaal, de tweede is door den Heer H. db Yribb 
ingeslagen. Htin oplossingen sgn als volgt aangevuld. 

I. Bestaat er tosschen de twee bundels van kegelsneden 
K* (A, B, C, D) en (A, B, G, £), die A, B^ G, D en 
A, B, G, B tot basispunten hebben, een projectieve verwant- 
schap, dan is de meetkundige plaats van het vierde sngpunt 
M der met elkaar overeenkomende kegelsneden dier bundels 
een kromme K*, die A, B, O tot dubbelpunten heeft en door 
D en E gaat. De dubbelpuntsraaklijnen in elk der punten 
A, B, 0 zfjn de dubbelstralen van de projectieve stralenbun- 
dels door de raaklijnen in die punten aan de bundels van 
kegelsneden gevormd. 

Is nu A het keerpunt, B de dubbelknoop en b de raaklijn 
in dit punt aan de te construeeren kromme K*, dan moet A 
een der drie gemeenschappelijke basispunten der beide kegel- 
sneebundels sijn en B de in de richting b samengevallen twee 
andere gemeenschappelijke basispunten aangeven. Zjjn P, Q, 
ü, S de vier verder nog gegeven enkelvoudige punten van 
K*, dan zullen P en Q de vierde basispunfon dor bundels 
kunnen zijn on deze dus als B' het op b naast b gelegen punt 
aanduidt door (A, B, B', P) en (A, B, B', Q) voor te 
stellen zgn; in deze bundels komen dan de paren van kogel- 
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sneden (ABBTE) en (ABB'QR), (ABB'PS) en (ABB'QS) met 
ennuur overeen. Zgn ri en r^, cn de laakl^'nen in 
A aen deze kegelsneden en (r, , r,) , , dus twee paren 
Tan de projectieve stralenbnndele door de raaklgnen in A 
aan de kegelsneden der projectieve bundels gevormd, dan 
moet deze projectieve verwantschap verder bepaald worden 
door de voorwaarde, dat de beide dubbelstralen samen- 
vaUen. Dit voert, zooals reeds uit vraagstuk 8 van deel Y 
volgt, tot twee oplosdngen. Neemt men nl. een wille- 
keurige lyn l| door A als een der dubbelstralen aan, dan is 
de projectieve verwantschap bepaald en dus ook de tweede 
dubbelstraal ^. Laat men nu I, veranderen, dan doorloopen 
li en I2 een involutorischen stralenbundel. De dubbelstralen 
dezer involutie zijn de keerraaklgnen in A, die bij de beide 
oplossingen behooren. 

Is d een dezer beide dubbelstralen, dan bepalen de stralen- 
bundels (r, , «, , <2 . . .) en (fti d . . .) der raaklijnen verder 
de projectieve verwantschap van de kegelsneden der beide 
bundels en ontstaat de kromme als meetkundige plaats van 
het vierde snijpunt M der overeenkomstige kegelsneden. 

IT. Is M een veranderlijk punt in het vlak van twee 
kegelsneden <p* en \p'^ , die ABC tot gomeensehnppolijkcn pool- 
driehoek hebben , en stelt M' hof mot M veranderde snijpunt 
der poollijnen van M met betrokking tot <p'^ en voor, dan 
bestaat er tusschen M en M' een regelmatige kwadratische 
involutie , waarvan A , B , C de fundameutaalpunten zijn. 
Doorloopt M een willekeurige kegelsnee K^, dan beschrijft M' 
een kromme K* met A, B, C tot dubbelpunten. De dubbel- 
puntsraaklijnen in A gaan door de oneindig dicht bij A lig- 
gende punten , die met de snijpunten van K'"* met BC over- 
eenstemmen ; zij vallen dus samen, als de zijde BC aanraakt. 

Wil men deze beschouwing tot het oplossen van het vraag- 
stuk gebruiken , dan moet men de tuudamentaalpunten B en C 
laten samenvallen en dus uitgaan van twee kegelsneden <p'^ en 
die in B de lijn AB aanraken cn met betrekking tot A 
een zelfde poollgn b opleveren Bepaalt met daarna de punten 
P', Q', R', S', die met de vier gegeven punten P, Q, B, S 
overeenkomen, en construeert men een kegelsnee, die door 
F, Q', B', S' gaat en b aanraakt, dan zal de met deze kegel- 
snee overeenkomende kromme aan de vraag voldoen. Wjjl 
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er door vier punten twee kegelsneden te brengen zijn, die een 
gegeven l^n aanraken , zyu er twee oplossingen. 

OpMBBEiira. Om de raaklijn te oonstrueeren in het punt 
M van K* bepale men eerst de raaklgn /' in het met M over- 
eenkomende punt H' van de met overeenkomende kegeUnee 
en daarna de kegelanee door A, die 6 in B en in M' aan 
raakt. De met deze kegeknee overeenstemmende rechte is 
dan de verlangde raaklgn. 

Vraagstuk XII. 

G^even het stelsel vergelijkingen 

F* (*| , X.^, . . . Xh, s , /, , /.^ , . . . /,) = O. 
{k=it 2 , 3 1 • • • «) 
Te bewijzen , dat — soo hieruit de waarden van , p, , . . .p» 
als functies van Xf, ^3 , . . . «i» bepaald zijn — de noodzakelijke 
en voldoende voorwaaiden om 

dg H- 4- • • • + 

tot een volkomen diiferentiaal te maken zijn 

{¥i-¥,\ /Fx-FA 

l^/j ^ V^j (/= I, * = s, 3....«). 

« 

\x,pj i^i\xi, Pij \z,p} i = i ( \«,A/3 
/F*FA dF» UB, ÖF* iFi , ^ 

lïr^ij = "ST ^ - -5^ "sr ^' •> 

is. (Dr. A. Eecen.) 

Opgelost door Dr. A. Eecen en W. Mantel. 

Oplossing van W. Mahtel. 

We stellen de totale difl'ercutiaal van Fk voor door ' 
<IF* = X*irfar, + X*^, 4- . . . X*,«te, + P*,d/>, -r l\dp^ -f . . . P*»rfpi., 

waarin Xg dan de buide termen -f aanduidt. Verder 

« • 

^Pi = Pin Pik ^ 



en 
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Differentioeren we üu de vergelijkingen Fit = O en F/ = O 
naar a:, en elimineeren we p,, uit da uitkomst, dan vinden we 

(X* F, - X'.P* ) 4- (P*,P', - P'aP*,) + (P^P', — P'aP*,) + . . . = 0. 
Evenzoo verkrijgen we n — 1 andere vergelijkingen, waarin 
de aanwijzer 1 vervangen is door 2 , 3 , . . . «, 
Optelling der n vergelijkingen geeft dan 

S (X*iP'i - X',P*,) -H.S (Pié - Pij) (P*^P'i - P'yP^i) = 0. 1), 
waarin t en j TeraBderen Tan >1 tot « en J > » moge sgn. Ja 
steeds pa^p^^ dan is dus 

S(X*iP'i-X*iP*0 = O 2), 

wat by Tefandering Tan en / een aantal Tan ^ « — 1) 
Toorwaarden oplevert , waarvan de vervulling noodig Is , ala 
het gegeven stelsel een integraal wil toelaten. Verder vormen 
de vergelijkingen 1) een even groot aantal van .betrekkingen 

tusschen de verschillen py, — py. ]>UB zijn al deze verschillen 
nul , tenzij de determinant der Tormen P*iP** — P'yP*i , met 
y > t en / > , nul mocht wezen. Deze determinant is de 
(m — 1)*^ maokt Tan den determinant der grootheden P^ (Balt- 
ZBR , DetermmtmteH > § 7 , 6). Is deze determinant nul , dan 
kunnen pi , jfj , . . . p* niet uit de gegeven vergelijkingen opgelost 
worden. Met uitzondering van dit geval zijn dus do voor- 
waarden 2) noodzakelijk en voldoende ora (h tot een volledige 
differentiaal te maken, zoo als boven beweerd wordt. 



Vraagstuk XIII. 

Ket behulp der rekening met residuen (aet o. a. Lausbmt's 
Tkéorü det rétidus) de fonnole 



I — 2 Cos a -\' 2 Cos 2a — -f- a Cos 2na = 



Cos — 

2 



te bewijzen. (Dr. W, Kaptevn.) 

Opgelost dffor Dr, VV. Kapteyn, 



Oplossing. 



Het eerste lid der vergelijking is geiyk aan J , als 
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men het residu neemt ten opzichte van de polen z = O, ir, 
it 2n- , . . . it 2téir. Trekt men nu door de punten ? = ±: (2» + i) ir 
loodlijnen op de bestaanbare as en ter weerszijde op oneiodigen 
afstand lijneii evenwijdig aan deze as, dan ontstaat er een 
rechthoek, binnen welken geen andere polen liggen dan de 
genoemde. Dub mag men sohrgTen 

_ az /•_, az 

Cos — . / Cos — 



^ Qiüz ~2iriJ Sin« ' 

als de integraal genomen wordt langs den in positioTen zin 

doorloopen omtrek Tan den rechthoek. Op de oneindig ver 

verwijderde sgden van den rechthoek is 9 = » ikv {k = co)» 

Dus geeft 

az e** / ax ax\ 
Cos — ~ "2" l ^* — * — )» * ~ "2" (Sin»^»Co8«) 

op die zgden 

az 

Cos — 

-^r-^ = = O (a < ir). 
Sm z «*» 

Op de andere zgden is « :;t: (2n + ^) ir + *y en dus 

Cos — Cos — - — a Cos — zf: Sin — - — a Sm -rr- 

w , . 2 ir 2 2, 
— dz = • — <ïy. 

' Sin « :±: Cos »y 

Derhalve vindt men 
Cos^ Cos^^ifiarCosl^ m'^afsm'^ 

TTz — / ^y- cS^ ^^-^ 




a /Sm — ^ 



dy = 



2 ^ 4I. + 1 2 ^ 4»-hl 

= — Cos ai — dy = — Cos — - — a 

TT 2 J Cos ly ^ ir 2 , 

0 0 




L/iyiiizea by Google 



OP GAVEN N». 13 ejs 11 



31 



wat Toor a < TT volgens Tafel 38 der Integraaltafels Tan Dr. 
BiEBBNS DB Haan de in het tweede lid der gogeven Tergelijking 
aangeduide waarde aanneemt. 

Toor a s= ir worden beide leden der Tergelijking 4n + 1 ; dus 
ook Toor deze waarde geldt de vergelgking. Yoor alle andere 
waarden geldt ag natnurlijk eTeneena. 



Vraagstuk XIV. 

Met behulp van residuen de som te vinden van de drie uitdruk- 
kingen , die men veikrijgt, als men in de Abel'sche noimaalintegraal 



J_ f aar— ƒ — K'a 



van de derde soort voor de grenzen u etk v acht»eenvolgens 

en ^3 , y, en O, ca —\^$ 

aanneemt en , y^, de met een willekeurige waarde van .r 
overeenkomende wortels der vergelijking y^ — -h == o voor- 
stellen. (Dr. W. Kapteyn.) 

Opgelost door Dr. W. Kapteym. 
Oplossing. 

Daar de onderste grenaen overeenkomen met de waarde 
X = O en uit de vergelgking de betrekking — 1) <iy + 2jB*<te=0 
volgt, is de som « voorgesteld door 

X 

n 2x-y,-V^ 2a;-y,-K3 2x-y^-V^ ] 

O 

Dos geldt de betrekking 



* 



j ^(2aP+y-f K3)((y»-3y-H2«'»)) 



waarin de residuen op de wortels der vergelijking slaan, wier 
eerste lid door dubbele haakjes is ingesloten, ^'u is 
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j 2a; — y- 1/3 _ 

0\\(2x + y +1/3) (y - 3y 4- 2^:^)^/ + y + K 3 //y 3y + 2;r »* 

Hot oerste residu van het tweede lid is nuL Want het ia 
ook Toorgesteld door 

2«--^~]/8 

. (2. + J, + Ks)(i,-l.H-2^y^^^^^^ 

wat verdwijDt. Verder is het tweede residu van het tweede 
Ud of 

-l/3\\ 1 - 2a:-y-l/3 



C^\\2x +y + K3 // y ' - 3y 4- 2af» O 



((2a;+^-rl/3))(y^-3y+2^») 
2 



3(*» + 2«K3 + 2) 

Dub ia ten slotte 



_ r 2dx // d» dx \ 

~j #• + 2j»1/3 + 2 J U - 1 + K3 " « + 1 -Ksj" 



O 



a? — 1 + ^3 , 1/3 — 1 



Vraagstuk XV. 

Zyii >'i > ' -''i ^® wortels van de vergelijking — 3>y -\- = o 
en is / een willkeurige standvastige, dan heeft het residu van 



1=1 -f- -h * — 1 * 

de waarde nul. Men vraagt dit te bewijzen. 

(Dr. W, Kapteyn.) 
Opgelost door Dr. W. Kapteyn. 
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Oplossing. 

I. De functie tusschen accolades kan oneindig worden : 
1" in twee van de drie snijpunten der kromme tj^ — 3y -r2ae^ — 0 
met de rechte 2 « + ^ + )/3 =^ O , nl. in de punten 

aP=-(l+l/H)( g «=1-1/3 
9= 2 + 1/3 1' ^ = - 2 +1/3 

2^ in de Tertakkingspunten sfi — 1=0; 

3<* in de punten x — y^t, x = yj, ar = ff^. 
We onderzoeken, hoe de functie in deze yersohiUende punten 
oneindig wordt. 

Van het op A volgende punt der kromme y'^ — 3y + 2x^ — O 
kunnen de coördinaten door — (1 + i/3) + x', (2 + i/3) + y' 
worden voorgesteld. Zoo als differentiaalrekening leert, geldt dan 

2 (2 + 1/3) 

de betrekking y' = — — af'. Dus wordt de fhnotie 

tusschen de accolades in A op dezelfde wys oneindig als de 

2 + 1/3 _ 

uitdrukking — — rrr-T — r En evenzoo vindt men 

^ J(l+l/3) + (2 + l/3)<|«'. 

bij B de uitdrukking ^ 



{(l->/3)+(2-i/3)«| a^. 
Stelt men sa^u-V^ ^ waarin a een der derdemachiswortels 
uit de eenheid is , dan heeft de gegeven vergelgldng twee wo]> 
tels nabg de eenheid. Noemt men deze 1 + y/ en 1 + yaS 
dan vindt men y/ = k Yx' en y,' = — ^i/a?', waarin k een 
zekere standvastige grootheid uitdrukt. In hot ovoroenkomstige 
vertakkingspunt wordt de functie dus oneindig als 

2« ~ 1 — 1/3 1 1 2a— 1—1/3 1 1 

2a + 1 + 1/3 ■ 2kx^'a-t~2u^\-\-Y'6' 2ib«'**a~<' 

wat tegen elkaar wegvalt ; m. a. w. de functie wordt nUi on- 
eindig in een der zes vertakkingspnnten. 
De sngpnnten van de kromme met de rechte sr = yt zgn 

gekenmerkt door de abscisscn a: = O en a; = — of 

Kl + 2 

«SS waarin a een zekere standvastige voorstelt. 
In de nabyheid van het punt a;»0, y = 0 vindt men 

3 
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y 

/ = %gi^; DerhalYe is in dit punt de uitdrakking — — — en 

^ y 

bijgevolg ook de bedoelde functie niet oneindig. 
Stelt men «=«1+ ar' , y = a + y', dan vindt men y = — «' 

en dua — : r- = — r-r— • Derhalve wordt de functie daar 

fl/ — y'< 2«' 

a (2at — a — yS) 
oneindig als de uitdrukking gj/ + <t -t- y^f dezelfde 

wijs vindt men voor het punt — iU, y = a de uitdrakking 

— a {2at — a + V 3) 



De Bom der residnen is dus 



2 + 1/3 2 — y3 a(2at—a—yS) 



(1 +l/3)-r (2+1/3) (1- 1/3)+(2 - l/3)< 2 (2a< «f « + 1/3) 

a(2a^ — a-f-l/3) _ 2 1/3 4uM ]/3 

~2(2a<+a-f K3)~ ~~ — 2^+2 ~ a»(2<-i-V^ 

en deie som herleidt zieh tot nnl , als men a in l nttdrnkt 

II. De functie onder het residuteeken is een symmetrische 
functie van de wortels der Yergeljjking in y. Noemt men deze 
kortweg ƒ («, O, dan is 

waarbg de integraal genomen moet worden langs den omtrek 
yan een cirkel, binnen welken alle discontinuiteitspunten der 
functie f ^ t) gelegen zijn. Deze integraal behoudt dezelfde 
waarde, als men den straal des cirkels oneindig groot neemt. 
Stelt men nu in x = B (Oos Q -f i Sin B) de B oneindig , dan is 

y, = Arli (Cos ö + i Sin Ö) , = afcR (Cos ö + i Sin ö) , 
y, = kR (Cos 6 + i Sin d), 

als ik een constante en a een imaginairen derdemachtswortel 
uit de eenheid aanduidt. Hieruit volgt gemakkelijk, dat de 
bedoelde integraal nnl wordt, wat een tweede bewgs van de 
Terlangde stelling yormt. 
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Vraagstuk XVI. 

Men vraagt de geheele functie f» (») van den graad te 
bepalen door de voorwaarde, dat de integraal 

waarin p q positieve geheele getallen zijn, voor 

iVf = O, I, 2 . . . (« — i) 
verdwijnt. (W. Mantel.) 

• Opgelost door Mej. A. G. WyTHOFP en W. IiCantbl. 

Oplossing van W. Mantel. 

T. Yoor het bijzondere geval, waarin k = 3 is, nomen we 
voor de onbekende functie ^3 {x) den vorm x-* — A 4- — C 
met onbepaalde coëfficiënten aan. Ter bepaling van A, B, C 
vinden we dan de vergelijking 

r«? + 2(l— af)8-ida?— A C x^^^ {l^ x^-^dx ^ 
Jo Jo 

Jo Jo 

en wat hieruit volgt, als p door p-\- 1 en p-\-2 vervangen wordt. 
Door middel van de herieidingeformule 

l (1 — dx = / w*-^ (1 — dx 

Jo « + 

kunnen allo integralen tot een zelfde integraal herleid worden. 
Deeling der vergeiijidngen door deze geeft dan 

{p + 2){p-\-l)p {p-{-l)p ^ 

(P + ? + 2)(l»+^+l){|>+?) (p-^9+i)(F'\-9) 

+ B — C = 0. 

P + ? 

en wat hieruit volgt, als p door p -|- 1 en + 2 vervangen wordt. 

Door oplossing van A, B, uit dezo drie vergelijkingen 
en invoeging der verkregen waarden in (x) vinden we dan 

3* 
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( y + 2)(y+l) (p + 2)(/»+l)^> 



(/»+« + 4)(pH-tf+3) (p+y-|.4)(p+g+3)(j»+y+2) ' 

wat natuurlijk oog met cea standvastige vormeoigvuldigd kaa 

worden. 

2. Nemen we ann , dat de laiitste coii.stante zoo gekozen 
wordt, dat de bekende tcrni in (x) de waarde ( — 1)" ver- 
krijgt, dan leert inductie voor de uitkomst de betrekking 

(-1). ».(x)=l--g-. ^+' + "-' x + 

1 p 

, n ( m — 1) i+i! ^ZLiXt^ 1 

viudeo. Met behulp van de bekende notatie 

1 y 1 . Z 7 (y + 1) 

der hypergeometrische reeks wordt dit in den vorm 

(— F (— + } + — 1 ar) 

geschreven. Om deze inductie te bevestigen zouden we kunnen 
aantoonen , dat de voor » = 3 iugeslagen weg ook voor wille- 
keurige n tot het doel voert. Men slaagt hierin echter ge- 
makkelgker door de diSéreDtiaalvergelijking 

(t^ F F 

der hypergeometrische reeks te hulp te roepen. De onderstelde 
ftinotie moet dus Yoldoen aan de difFerentiaalvergo lijking 

«(1 — «) -h ji' — + + " (i» + 9-h« — 1)^=0. 

Werkelgk is het nu niet moeiljjk aan te toonen , dat de 
integraal van deze vergelijking de voorgeschreven eigenschap 
bezit. Daartoe schrgven we de vergelijking in den vorm 
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Door ▼enneni^iildiging met a^ en integratie tnsschen de 
greozen O en 1 vinden we dan de betrekkiDg 

(« - «) (i^ + ? + « + a — 1)J af-* (1 — x;«-ï xa^ dx -f 
+ a(a+P'{'l)f jf (1 — flf«- V ''^ = 0. 

.'O 

Kceint men hierin a = i' , diui bljjkt , dat de tweede integraal, 
d, i. de in het vraagstuk gegeven integrnal, waarin m=n — 1 
gesteld is, verdwijnt. Neemt men daarna u = n— 1, dan 
bhjkt dit ook met de gegeven integraal voor m = n ~ 2 het 
geval te zijn , enz. Dus levert do bovenstaande ditferentiaal ver- 
gelijking ook de gewenschte functies op. 

Aaxmerkibobx. I. Yoor p = 1 , ^ = 1 gnat ^„ (x) in het 
polynomiuni van Legendre over. Verandert men dan boven- 
dien de grenzen van O tot 1 in van — 1 tot 1, dan heeft men 
met bolfuncties te doen. Zoo is 

Pi. (x) - ^« > = ï = 

Yoor p = \ t 9 = ^ vindt men een goniometriBohe functie ; 
want dan is ^« I 1 = Cos «tr. 

II. De vergelijking ^„ [x) = O heeft louter bestaanbare 
wortels , die alle tusscheii O en 1 inliggen. Uit de ditterentiaal- 
vergelijking blijkt nl. , dat er, zoo lang j- tusschen O en 1 ligt, 
in de rij der afg<'leide functies geen nul wordt of zij ligt 
tusschen twee andere met ongelijke teekens in. Dus kunnen 
deze afgeleiden voor de STUKM'sclie resten in de plaats treden 
en deze vertoonen voor x = O niets dan variaties , voor z = 1 
niets dan permanenties. 

III. De hypergeometriBche reeks Iaat, zoo als bekend is, 
velerlei omzetting toe. Wg geven als zoodanig hier slechts deze 

(- 1)» ^» C^r) = (1 _ x)» - y . i (1 — xr-' J- -r 

^1.2 p{p+l) ^ ' ' 

wijl zij geschikt is om den invloed van het verwisselen van 
p en ^ te bestudeeien. 
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Vraagstuk XVIL 

De functie fw {x) van het vorige vraagstuk heeft de eigenschap, dat 



verdwijnt , sUk m en u verschillen. Men vraagt dit aan te tixmen 
en te onderzodcen , wat de waarde der integraal is voor m = n. 

(W. Mantel.) 

Opgelost ifoor Mej. A. G. Wijthoff en W. Mantel. 



1. Is m < 41, dan is de integraal van het vraagstuk nul. 
Want door (^) te vervangen door haar waarde , dat is door 
een bepaalden stelknndigen vorm van den tn^ graad in ae, zal 
de integraal in m + 1 andere integralen worden gesplitst , die 
op een coëfficiënt na aangegoYen worden door 



en dus volgens do bepaling van ^. nul zijn. £n is » < m, 
dan kan men hetzelfde resultaat erlangen door omwisseling van 
m en » in de bovenstaande redeneering. 

2. Zooals bekend is, leidt de hypergeometrische reeks tot 
verschillende lineaire betrekkingen. Een van deze moet op 
de functie 0 (x) toegepast een lineaire betrekking tusschen 
ipn-i (-r), (pn{x)^ ^n+\ (^) oplevoren. De bekende betrekkingen 
tusschen drie opvolgende polynomia van Leobndrb en tusschen 
de cosinussen van drie opvolgende vedvouden van ae wettigen 
het vermoeden, dat de vorm hier 

A ^-i («) + B ^» (*) + C («) = Dx («) 

zijn zal. Zal de bekende term uit het eerste lid wegvallen , 
dan moet B = A + C zijn. Verder leveren de coëfficiënten 
van 9 en van nog twee eenvoudige vergelijkingen ter 

bepaling van de verhouding der coëfficiënten. Zoo vindt men 



I 




O 



Oplossing van W. Mastel. 
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(i> + 9 + 2» — 1) (p + 9 + 2n — 2) ^ ^ ') 

+ (7Tg 4-2«)(l>+g + 2n-l) 1 + ^ + ^ I = • • 

Deze recnrreote betrekking Btelt ons in staat de waarde der 
integraal Toor m ^ n te berekenen. Yennenigruldiging van 
beide leden van 1) roet «'-^ (1 — {x) dx en inte- 

gratie tusachen O en 1 geeft nl. 



i: 



= j (1 — xy-^ x^u^i {x)f^»{x)dx 2), 

In volband met de bepaling van ^„ mag x0„_i iu het tweede 
lid düor A„_ia:'» vervangen worden, als ^„—i de coëfficiënt van 
in 1 is. £n is op dezelfde wijs de coëfficiënt van 

0^ in dan is K—\ x» weer door ^^^^ te Tervangen. Bus 

gaat 2) over in 

xP-^ (1 — ^» (ar) ^, (a;) da; = 

K n (9 + » — 1) 

" Ar._.r(/>+^+2n-lXlH-?+2 

Stellen we het eerste lid door d» voor en Tooren we de uit 
de oplossing van het voorgaande vraagstuk bekend geworden 
waarde van K in, dan gaat deze betrekking over in 

Wjjl nu 

üo=/Vi(l-x).-id^ = ïMlM 

Mo ^ ^ r(p+y) 

is , vinden we door herhaalde toepassing van 4) de uitkomst 

Hrt n r(» + 1 ) iX» + ^) r( /» -h ^ + 2if - 1 ) 



2n-2) /o*"""'^^ 



r(i» + r') r(/> ^ ^ + » — 1) r{p + ^ + 2*«) 
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YooRBBiLDBK. Stelt men p = q = 1^ dan heeft men 

U» = -—-^ — T- , ia overeeustemmiug met een bekende furmale uit 
de theorie der holfunctiea. En stelt men /» =: ^ = 4'> vindt 
men U» = , in overeenstemming met de bekende uitkomst 



ƒ. 



TT 

Cos ^nz dz = — , waarin de integraal overgaat door 2x=i-\- Coaz 
O Z 

te stellen. 



Vraagstuk XVIII. 

Gevraagd de som der redu 

' ' I ' ' I 



— enz. 



waarin de getallen i, i, 2, 3, 5... gevormd wortlen door 
telkens twee op elkaar volgende getallen op te tellen (É. Lucas, 
TAéffrié des n&mbres , I , blz. 824.) (W. Mantel.) 

Opgelost door W. Mantel en Dr. C. Stolp. 

Oplossing van W. Mantel. 

1. Stellen we door den algcmoonon term der reeks 1,1, 
2, 3, 5 . . . Toor, dan gelden de betrekkingen 

«s = «i + «I 1 • 



fa + l = ff« + «it^l* 

Vermenigvuldigen we deze vergelijkingen achtereenvolgens met 
tf, , O, . . . a«, dan geeft optelling 

Dus kan de gevraagde som in de gedaante 

. • • ■ 1^ • • . * a J ^ 

<'l<3^ <V8 <'9<>4 0|><'» + 1 

geschreven worden. 
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2) De getallen 1, 1, 2, 3, 5 zijn de tellers en noo- 

men at Tan de naderende breuken der kettingbreuk 

1 + 1/1 + 1/1 . . . • , die met louter oenen wordt geschreven. 
Wijl het verschil van twee op elkaar volgende naderende 
breuken de eenheid tot teller heeft, geldt dan de betrekking 

«t— 1 ai 

Door herhaalde toepassing dezer betrekking gaat 1) over in 

(_ + (_ ,...+(_ ^ 

\ «I «2/ V «3 «3/ \ «• «• + 1/ 

Bus Ib — — of — 1 of — ^ de verlangde uitkomBt 

l!r.B. De waarde van <r» is voor evene en onevene n opge- 
geven op bis. 100 van deel Y der Wiskundige Opgaven, 



Vraagstiik XIX. 

Te bewijzen de betrekking 

, vil" "~ Ir VII. (ff IJl" 2) . » . 1 

«' = («- 1-- (« _ a).+ 1 + L.;^ 3)'+^ . . ± I, 

1.3 I . 2 3- 

waarin « en x geheele getallen zijn, die aan de voorwaarde 
n > s -\- i voldoen. (A. A. N ijland.) 

Opgelost 40or T. J. Allersma, A. A. Nijland en Dk. C. Stolp. 

OploBsing 90» Dr. O. Stolp. 

Als men de beide uitdrukkingen, die men verkrijgt door 
(t'^ — T "-' hii naar de afdalende machten van c' bn naar de 
opklimmende machten van x te ontwikkelen, aan elkaar gelijk 
atelt, is de nitkomst een identiteit van den vorm 

]^(~1)*( J «t'»-*>' = a»-* + a,x» + enz. 
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Door deze identitdt t^matü naar x te differentieeren en ver- 
▼olgeDB « nul te stellen vindt men 

en dit is de betrekking van bet vraagstuk. 

Aavicerkikobh. I. Is » p « + 1 } dan is het tweede lid 
▼UI 1) niet nnl. Men heeft dan 

II. De betrekking van vraagstuk 150 van deel Y der 
Wiskundige Opgaven staat met 1) in cenig verband. Voor 
i = k ^ = ,s = n — 3 en ^ = 3 geven zij (l(^7;elf(lo uitkomst. 
Ën beide zijn weer bjjzondere gevallen van de meer algemeene 
identiteit 

*r 'i- (" 7 ') = *>. 

die eveneens gemakkelijk wordt bewezen. (A. A. N.) 



Vraagstuk XX. 

Als een gegeven ellips E zich in een vlak zoodanig verplaatst, 
dat zij twee gegevene loodrecht op elkaar staande rechten blijft 
aanraken, beschrijft een willekeurig gekozen punt P van haar 
oppervlakte een bepaalde kromme, die men een „gUssette** noemt. 
Volgens Prof. Tait kan volkomen dezelfde baan veikregen worden , 
als men de ellips E door een bepaalde hyperbool H en bet punt 
P door een punt Q van de oppervlakte van H ontvangt. Gevraagd 
op welke wijjze de krommen £ en H en de punten P en Q 
samenhangen. (Dn. P. H. SCHOuns.) 

Oplossing naar Prof. Tait. 

1. Zijn a en 6 de halve assen der bewegende ellips iï 
(fig. 9) en stellen 9 en ^ de hoeken voor, die de middelpunta- 
voerstraal OU en de groote as MA met de vaste lijn OX 



1) 
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maken, dan volgt uit den reclithoekigen driehoek 0MB, waarin 
OM* » 0* + ft* en MB« = «» Sin* ^ + 6* Cos» 0 is, 

(a« + h*) Sin* ö = a* Sin* ^ + Cos* ^ 1). 

Zgn a| en 6) de halve assen der bewegende hyperbool H 
(fig. 10) en stellen omgekeerd 0, en 0^ de hoeken voor , die de 
middelpuntsvoerstraal 0,M| en de bestaanbare as MiA, netde 
vaste ijjn 0,X, maken, dan vindt men ep dexelfde w(js 

(«i* — *!*) Sin* 0, = O*, Sin* - 6,* Cos* ö, .... 2). 

Wijl deze vergelijkingen in a, h en <7, , ft, homogeen zijn en 
zij bij weglating der indices in elkaar overgaan, blijkt hieruit, 
dat er onder de voorwaarde a^/b^ = a/b bij elk stel waarden 
(ö, <p) van E een stel waarden (^i, Öi) van H behoort, waar- 
voor 0, — ö, 0^ ^ (p is. 

Als het punt P in het vlak der ellips E ten opzichte van 
de pool M en de poolas MA de poolcoördinaten (r, «) en ten 
opzichte van de rechthoekige assen OX en OY de cartesische 
coördinaten (x, y) heeft, gelden de betrekkingen 

^p^V a'^b* QoBd + rOoêi^ + a)) 

y = K^^4^8in d + rSin (^ + a)i ^' 

Hebben voor het punt Q van het vlak der hyperbool H de 
grootheden r, , cf, , a:, , y, dezelfde beteekenis met betrekking 
tot 0|M, en M,A, als pool eo poolas en tot de assen 0,X|' 
en O, Y,', die door draaiing van de vaste rechten 0,X, en 0,Y, 
over den hoek ontstaan, dan vindt men eveneens 

ap, = l/o,^ — bi'- Cos (0, — «,) 4- fi Cos ö, j 
¥i = V^ffi* — A,* Sin (^1 — a,) 4- »•, Sin ö| i 
En nu gaan 1) en 2), 8) en 4) in elkaar over, als wg stellen 

Dus zijn de meetkundige plaatsen van P en Q «nder deze 

omstandigheden identisch. 

Hieruit is de betrekking tusschen E, H, P en Q gegeven. 
We merken nog op, dat, als wc dezelfde krommen gebruiken 
willen, r en r, standvastig moeten zijn en P en Q dan op do 
met r en r, oni M en M' befichreven cirkels tegengesteld 
gelijkhoekige puutenreekseu doorloopen. 
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Aanmerkiitoev. I. Legt men de asseu 0,X/ en 0,1,' op OX 
en OT, clan zyn OM en M,Q ter eene en Olf, en MP ter 
andere zij gelijk en evenwijdig. Dub is OMPMi = OMQMi een 
parallelogram. Zooals Prof. Tait opmerkt, verklaart deze 
beschouwiog, hoe het mogelijk is, dat de ellips die geheéle 
omwentelingen volvoert dezelfde kromme voortbrengt als de 
hyperbool die oscilleert. In beide gevallen wordt een osciU 
loerende beweging OM M|Q samengesteld met een beweging 
MP s= OM, van geheele omwentelingen. Onderscheiden we 
bij de beide gevallen een draaiing van het middelpunt en een 
draaiing om het middelpunt, dan is bij de ellips de eerste, 
bg de hyperbool de tweede een oseilleerende beweging, terwijl 
dc tweede beweging b^ de ellips en de eerste beweging bg 
de hyperbool geheele omwentelingen zijn. 

II. Door middel van 1) gaan de vergelijkingen 3) over in 

a? = Vo» Cos' <p + b* Sin^ 0 + r Coe (0 + «) , 

y = Va^ Siü^~^ + fJ^ V^- <p + r Sin {(p + ct). 

Invoeging hiervan in de vergelijking «Co8/3-l-y 8in/3 — *? = 0 
eener willekeurige lijn geeft 

r Cos (0 -f « — j3) — * 

= Cos j3 K^os'' tp + öin^ 0 + Sin ]3 l^o* Sin» ^ 4- Cos' ^ ' 

of na verdrgving der wortelteekens 

[{i<5o8(^fa-P)-Jfep-^«H)o8»^4-6=^ia>)Oo8^-(*^in»^+5«Co8V)Öin^^^ 

= 4 {a' Cos'-^ 0 4- b'- Siü2 tp) (o- Sin^ 0 + 6^ Oos^ 0) Cos j3 Sin /3. 

Ontwikkelt men deze vergelijking naar de goniometrische 
functies van <p , brengt men de termen met evene machten van 
Oos^ in het eerste en die met onevene machten in het tweede 
lid, verheft men beide leden in het kwadraat en vervangt men 
Co8*^0 door 1 — Sin'^, dan verkrijgt men een vergelijking 
van den achtsten graad in Sin <p. Dus is de meetkundige plaats 
een kromme van den achtsten graad; zy gaat viermaal door 
elk der onbestaanbare cirkelpunten. 

III. De vcrschilleude vormen der meetkundige plaats zijn door 
Prof. Tait in teekeniiig gcïbraeht (zie Proceedings of the Royal 
Society of Edinburgh ^ deel XVII, blz. 2). We geven hier alleen 
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op, dat de kromme een keerpunt vertoont, als het punt P in 
het vlak der ellips gelegen is op de mf^otkundigo plaats van 
de onbestendige draaiingsmiddclpunten der bij de punten des 
orthnptischen cirkels behoorende normaalpolen. Dc/o kromme, 
die den vorm heeft van een roset met ongelijke bladen (zie fig. 40 
?an deel II der Wiskundige Opgaven)^ heeft tot vergelijking 

Wat het overige aangaat, verwijzen we naar de aangehaalde 
verhandeling. 

Vraagstuk XXI. 

Van een spherischai slinger is het ophangpunt gelegen in de as 
van een homogeen omwenteKngslichaam , dat met een vlakke 
doorsnee loodrecht op de omwentelingsas op een horizontaal vlak 
geplaatst is en over dat vlak schuiven kan. Gevraagd de beweging, 
als wrijving en weerstand der lucht buiten rekening gelaten worden. 

(Dr. G. Schouten.) 

Opgelost doffr W. Mantel cn Dr. G. Schouten. 

Oplossing van Dr, G. Schoutsn. 

1. We nemen het horisontale steunvlak tot XOY*vlak van 
een reehthoekig coördinatenstelsel in de ruimte met naar boven 
gerichte «-as en onderstellen , dat op een zeker oogenblik i der 
beweging m en (d?, massa en coördinaten van het slinge- 
rende punt P, M en q, ^) de massa van het omwentelings^ 
lichaam en de coördinaten van het ophangpunt in dit lichaam 
voorstellen. Dan gaat de bekende bewegingsvergelijking van 
d*Albhbbrt over in 

mxBx + MèK + f"yBy -f MijSi, + m -f y) = O . . . 1), 

waann x enz. tweede dilferentiaalquotienten aanduiden. De 
variaties ^x, enz. zijn niet onderling onaf hankelgk , aangezien 
de coördinaten («, y, «) en q, Q voldoen aan de betrekking 

(af-e)*+(y -if)'+(«-^)* — ^» = 0 2). 

Door variatie van 2) vloden we dus, wjjl ^ constant = /ms , 

(« — ö (&» — + (y — >ï) (5y — Sn) -h — A) 5« = O . . 3). 
Wordt deze laatste Tergelgking met X vermenigvuldigd en- 
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l»3 1) opgesteld , dan vinden we door nulstelling y«n de coSffi- 
ciënten van de variatiefi de Tergelijkingen 

mx + X(x — ^ = 0 , Mt + A(4-a:) = 0, 
myH- A(y — if) = 0 , MÏ + X(ii — y) = O, 

m(z+^)-\-Xiz- h) = 0, 
die met 2) de grootheden y, |, itf A bepalen. 

2. Dit vijftal vergelijkingen schrijven we in do gedaante 
m'i+.M$ = 0 , $(y-«i)-n(^-ö I 
«Ï + MÏ^O , M^(«-A) = «{» + .9)a-ar)j' ^' 

Vervangen we in 4) a;, y, « door de poolcoördinaten 

« = I + / Sin 0 CoB ^, y = n + ' Sin 1^ Sin ^, 2 = * — { OoB 0, 

waarin O en (p achtereenvolgens de hoeken tusschen slinger en 
verticaal , verticaal slingervlak en vlak XOZ voorstellen , dan 
gaan deze over in vier andere vergelijkingen, die zich na 
eliminatie van y en t laten vervormen tot 

2Co8d.é.^ + Sin0^ = O 6) 

en 

M Co8 [Tg (*« + +2Tg^ . * . ^ - Ö + TgdTgf . jk] = 
(M + w) Tg 0 + OoB 0 . <^ + Sin 0 . dj, 



m 



of, als men ^ door ^ voorstelt en rangschikt , 

(1 + /tt Sin « 0) tf + M Sin 0 Cos 0 . tf» + (1 + /I*) ^ Sin 0 « 

» Sin 0 Oos 0 + Tg ^ . j^) + 2 Cos'0 Tg ^ . ^ . ^ . . 7). 

En nu bepalen 6) en 7) de betrekkelijke beweging des 

alingeiö. 

3. De eerste integraal van 6) is 

8in«0.^ = C 8). 

Worden de uit 8) en 6) volgende waarden van ^ en ^ in 7) 
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ingevoegd , dan vinden we 

(l + i« Sin »ö) é> M Sin Ö Coe e . tf *+ (1 + /i) 4 Sin B = 

f . om ^ a 

waarvan de integraal is 

i (1 + M Sin-^0) _ (1+ ^) Co8 6 = C, - 2-^.. 9). 

Worden 8) en 9) nu geschreTen onder de gedaante 

Sin öKl +/i Sin^^/Ö 



Sin^d |(1 + /u) j Cos Ö -f O, I — C=» 
Sin ö y2 Sin ' e j ( l + /i) y Cos ö + C, j - 



. . 10), 



dan 18 hiermee de betrekkelijke beweging des slingers bepaald 

4. De beweging van het ophangpunt wordt bepaald door 
de vergelijkingen 

^ Sin ^ » iy' CoB f , 
M^CoB e^^ml&meOoB^ + Ooe^ . 0=* + Sin 0 . ëj, 

die bg het elimineeren van % en ïf' uit de vergelgkingen 4) 
gebruikt zgn. Deze geven 



11), 



terwgl de spanning \l van den draad bepaald wordt door 5) 
d.i. deor 



OOB0 



(j + Cosö.é'H-SinÖ.öj 12). 



Oplossing van W. Mantel. 

5. We nemen in plaats van het horizontale steunvlnk een 
vlak met een helling a en van het omwentelingslichaam een 
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willekeurig lichaam aan. We houden echter vast aan de 
onderstelling , dat de Terbindingslijn van het zwaartepunt G 
?an het liehaam met het ophaugpuut Q, die ve de as van het 
liehaam blgven noemen, loodrecht op het steunTlak staat 

Is nu het aflsenatelsel met de z-bb loodrecht op het stennvlak 
gesteld en voeren we naast de aangegeven notaties nog de 
coördinaten x^y in van de projectie van het gemeenschap- 
pelijk zwaartepunt G| van het stelsel op het steunvlak en den 
hoek tft tnsBchen het vlak door OX loodrecht op het stennvlak 
en een door OQ gaand vlak , dat in de beweging van het 
lichaam deelt, dan kunnen de coördinaten van G en P door 

G . . . Xi—'O Sin O Cos f , yi — a Sin & Sin ^, constante 

P ... «I + 6 Sin 0 Cos 0, y. + & Sin 0 Sin ^, constante — I Cos0 

ml Ml 

worden aangeduid, als kortheidshalve ïr~* 

gesteld is. Dus wordt de levende kracht T van het stelsel 
gegeven door de formule 

* 1- ,^ , ^ , 2(m+M) . 

als I het traagheidsmoment van het lichaam om de as aangeeft. 

Eveneens vindt men voor het arbeidsvermogen van plaats H 
met betrekking tot het vlak door Q evenwijdig aan XOT 

H = — (i» -i- M)yy,Öin a — my/CosöCos a. 

Ter berekening van de totale energie E voeren we de 
bewegingsmomentea in. Ia verband met de betrekking 

M' ^^^^ ^ ingevoerd, sohryven we se in den vorm 



ft = |ï (l + m) Mi, , = ^ = / M Sin» d.^, 13). 
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En nii is 

I (1 + M /iM/^ Sin^ ö ' /iMi^l + Sin^ ö) * ^* 

6. De in het Jifmm Arekief, deel 18, blz. 155 Terklaarde 
methode leert de eerste integralen Tan 18) en 14) dadelgk neer 
te Bchrijyen. Ze sgn: 

= Im> = C, . . . 15) , Pa = (1 + A*) Mw, = Ca . . . . 16). 



2(l-)-^i)»M 



a — Sin « = i (Pa' — 2(7^0 Sin Of) = C3 . . • , 17). 

= J!^^ Sin' Bofo = O, 18). 

1 + ^ 

Door invoeging in 14) vinden \re als functie vau 0. Bren- 
gen we deze uitkomst over in de laatste vergelijking van 13), 
dan vinden we ten slotte 

'""K (A + B C08 0) Sin» ö - 0 ' 

waarin A, B en C zekere constanten aanduiden. 
Voor de bestaanbaarheid is noodig , dat 

/ (Cos ö) = A + B Cüs ö - ^ 



1 - Coe» 



positief zij. Verder vindt men dat f' (Cos 0) negatief is en 
f { — 1) en /"(-f 1) beide minus oneindig zijn. Neemt men Cos B 
als abscis en f (Cos 0) als ordinaat eener kromme , dan verkrijgt 
men dus een kromme met den bollen kant naar boven gekeord. 
TnsBchen de absciBsen — 1^+1 kan deze kromme de as 
der absoissen in twee ponten snijden of haar aanraken ; wgl 
het geval, dat ze tusschen die grenzen geheel onder de as 
ügt, nitgealoten is. Zgn Cos 9, en Oos 0^ ^® abscissen der 
snijpunten (raking Toor 0, = dan is 

■l — —^ Co8=»ö dCosö 

_ ^^'^ ^ 20) 

K(Cos ö, — Cos ö) (Cos O — Cos Bi) (Cos Bi-e)" * 

waarin D en s standvastigeu zijn {t^ > 1)* 

WuB. Om.» Dl. TI. 4 



4 
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7. Van de integralen der vergelijkingen 13) leert 15) dat 
het lichaam met standvastige hoeksnelheid om zija as draait , 
zeggen 16 en 17) dat de projectie van G' op het steun vlak 
een parabolische beweging heeft niet van de gewone kogelbaan 
verschillende en bewijst 18) dat het slingervlak steeds in den- 
zelfden zin ronddraait. De meesten dezer uitkomsten waren 
gemakkelijk te voorzien. 

Hoofduitkomst is 20) , waaruit blijkt , dat de beschouwde 
slinger in zoo verre afwijkt van den gewonen spherischen 
slinger (;x r= 0) , dat hyperelliptische integralen in de plaats 
treden van elliptische. 

Vraagstuk XXII. 

De slinger van het vorige vraagstuk kan een omwentclingskcgel 
beschrijven, die de verticaal van het ophangpunt tOt as heeft. Als 
het Uchaam , dat den slinger draagt , bij het begin der slingerbe- 
weging in rust was , vraagt men te bewijzen , 

i*^. dat elk punt van het lichaam een cycloïde beschrijft , 
a°. dat de beschrijvende cirkel dier cycloïde in de richting van 
den stoot, die den slinger in beweging bracht, met de 
draaiingssnelheid van den slinger voortrolt , en 
3". dat de straal van den beschrij venden cirkel tot dien van 
de baan van het slingcr^junt staat als de massa van dit 
punt staat tot de massa van het bewegende stelsel. 

(Dr. G. Schouten.) 

Opgelost door Dr. G. Schouten. 
Oplossing. 

Worden de omstandigheden zoo gekozen, dat 0| en dj van 
vergelijking 20) der tweede oplossing van het yorige vraagstuk 
gelyk zijn aan de waarde 0^ van 0 in den aanvangstoestand, 
dan voldoet 0 = en besohrijft de slinger een omwentelings- 
kegel. Hiertoe is noodig , dat het slingerpunt een stoot ont- 
vange loodrecht op het vlak door dat punt en de vertioaai 
van het ophangpunt en dat de constanten O en C, van de 
eerste vergelijking 10), die geheel met 19) overeenkomt, 
behoorlek worden gekozen. 

g 

Stelt men in de eerate vergelijking 10) voor (1 + iu) y een- 
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voudigheidshn^lve c in de plaats en brengt men na de uitdruk- 
king 2 Sin e (c Cos Ö + C,) — C» overeen met den vorm 
(Cos e ~ Cos öc)* (C08 e + t) van 20), voor het geval 0, = 0^ 6Ib 
ia, dan vindt men 



C / — c — 

De hoeksnelheid ^ = — — is dus ^ : derhalve wordt 

Sm^ö f Coe 00 ' 

de omloopstijd 2ir |/ï 

De ontbondcnen 5 en ij van de versnelling van het ophang- 
punt gaan over in 

I = «, Tg e. Cos(<]/^ = Tg Sü.(.y^)..21). 

In (Ie onderstelling dat i,, ^. rj bij het begin der bewe- 
ging nul zyn , vindt men door integratie 

of, als men Sin 0o ^oor p en tV jr^-r- door v aanduidt, 

5 ^ p (1 — CoB x) , n = (x - Sin x) , 
welke vergelijkingen een cycloïde voorstellen. 

De straal p van den voortbrengenden cirkel is — Sin %^ — 



uQ Siu fin u 
= — ^ «'««' ' sin ft, dea drkds, 

(1+4 

dien het slingerpunt beschrijft. 

Het middelpunt des voortbrengenden cirkels beweegt sicb 

1 / c 2irp 

met een snelheid p V q^~0 Deze ia dus gelijk aan de 

snelheid van het ophangpunt over den door dit punt doorioopen 
cirkel, stoo als blgkt uit de uitdrukkingen, die men by het 
integreeren van de vergelgkingen 21) vindt. 

4* 
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Vraagstuk XXIII. 

Men vraagt de omhullende van de krommingskoorden (koorden 
met de kromtecirkels) eener ellips te bepalen. (J. M. TuiEL.) 

Opgelost door T. J. Allbrska, F. F. Leupen, W. Mamtkl» 
J. W. Tbsch, J. M. Thiel en H. de Vries. 

OploBsingen. 

1. Het yraagBtuk Ib reeds dikwijls bebandeld, o.a. in de 
JVbtfv. Axm, van 1873 , blz. 29 , in Ti8SEBAVD*s lEimmi 
d^exerdces^ 1877, n®. 46, in het derde hoofdstak van Salkon'b 
Higher pkme eurves , in db liOsrocHAUPS' Joumal de M(Uh, 
8pie,^ 1890, blz. 188, ens. In het kort komt het daar bewe- 
sene op het Tolgende neer. 

Is M een punt der ellips met de excentrische anomalie f 
en N het pnnt met de ezoentrische anomalie — 3^ , waar de 
ellips gesneden wordt door den kromtecirkel in K, dan is 

ay biii (p — bx Cos <p -\- ab Cos 2^ = O . . . 1) 

de Tergel|jking Tan MN. Differentiatie naar ^ geeft 

ay Cos 0 -f 6sr Sin ^ — 2afr Sin 2^ = O . . . 2). 

Door oplossing Yan « en y uit 1) en 2) yindt men 

« = aCoB^(l4-2Sin'^) , y = d Sin ^ (1 + 2 Cob'^)..3), 

waarmee de coördinaten van een willekeurig punt der gezochte 
kromme in functie van den parameter ^ zijn uitgedrukt (Tissë- 

UAJfD). 

Door optelling en aftrekking van de beide vergelijkingen 3) 
▼indt men 

^ 4- 1 (Cos 0 4- Sin 0)' , - ^ = (Cos ^ - Sin ^)». 

Door eliminatie yan f volgt hieruit de door Salhov ver^ 
melde vergelijking 



Het bovenstaande bewgBt, dat de omhullende een rationale 
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kromme van den zesden graad en van de vierde klasse is, die 
de gelijke toegevoegde middellijnen der ellips en de lijn in 
het oneindige tot dubbclkeerraakiijnen heeft. Zij heeft vier 
bestaanbare keerpunten gelegen op de gelijke toegevoegde 
middellijnen der ellips en twee onbestaanbare keerpunten, de 
onboitttanbare cukelpunten. 
De inhoud Tan de kromme is liraö (Tisbebard). 

Uit de Tergelükingen 3) Tolgt 1 — — =4.1^eemt 

a Cos ^ b hin 0 

men dus op de assen van den oorsprong af stukken , die het 
Tiervoud zijn van de oyereenkomstige coördinaten van M , dan 
zal de lijn , die deae punten verbindt , door haar snijpunt met 
MN bet bü MN behoorende raakpunt met de omhollende doen 
kennen , waardoor deze dan punt voor punt kan worden gecon- 
strueerd (DB LOKOCHAMPS). 

2. Beschouwen we de ellips als de projectie van den cirkel, 
dan kan men met behulp van de opmerking , dat de koorde AS 
van den cirkel (fig. 11), die de krommingskoordc der ellips 
tot projectie heeft , antiparallel is met do raaklijn AR ten 
opzichte van de assen OX en ()Y der ellips , in het vlak van den 
cirkel de omhullende zoeken, waarvan de gevraagde omhullende 
de projectie is. Trekt men nu de deellijueu OX' en OY' van dén 
hoek XOT , dan blgkt onmiddellgk door den hoek AOX met f 
aan te duiden en de andere hoeken der figuur te berekenen, 
dat A het midden van BO en BC = 2r is. Dus omhult BC 
de bekende hypocycloïde met vier keerpunten (de sngpunten 
van de deellijnen met den cirkel, die O tot middelpunt en 2t 
tot straal heeft) en wordt de omhullende in het vlak der ellips 
gevonden door de ordinaten met A/<i te vermenigvuldigen. Dan 
komen de vier keerpunten op de gelijke toegevoegde middel- 
lijnen der ellips op een afstand V2 (a* + V^) van het middel- 
punt te liggen. (W. M.) 

3. Door een imaginaire affino trariBformatic kunnen de 
oneindig ver verwijderde punten der ellips en de onbestaanbare 
cirkolpunten in twee paar onderling loodrechte richtingen 
omgevoerd worden. De ellips en de kromtecirkel worden dan 
gelijkzijdige hyperbolen en de krommingskoorden worden nor- 
malen. Want als P, Q, R, S de vier gemeenschappelijke 
punten zijn van twee gelijkzijdige hyperboleu en Q, R 



Digitized by Google 



54 



WIÖKUJNDIGE 



samenvalleu , staat PS loodrecht op de raaklijn in P. Dus is 
de gezochte omhullende affin verwant met de ontwondene eener 
gelijkzijdige hyperbool. (W. M.) 

4. Zijn bij de bepaling van do omliullendc in het vlak van 
den cirkel, waarvan do gogovon oüips do pr(»jortie ia, M,K, 
en MjR. (fig, 12) twee opvolgcndo raaklijnon dos cirkels en 
M|N, en MoN.. de twee lijnon antiparallel met M,K, en M^Ka 
ten opzichte van OX , dan is Z T - X K,SR, ^ M,()>r, on 
dus cirkel ^r,TM., hot spiop-olbooid van cirkel M.^ÜM, ten op- 
zichte van MiM^. Bij samen valling van en in M is ï 
dus liot Iwoodo snijpunt van NM (fig. IH] met den cirkel (0'), 
dio cirk(d (O) in M uitwendig namaakt on mot oon straal 
Mü' = .lOM beschreven is. Anders gezegd , T wordt gevonden 
door met de helft te verlengen. 

Kicht men nu in T de loodliju up MT op , dan ontmoet deze 
don cirkel (O') ton twoodon male in het diametraal togenovor 
M gelogen puntS, waar do cirkel (O') don met OS 20M als 
straal uit O als middelpunt beschreven cirkel (O) aanraakt. Bij 
de beweging der krommingskoorde MT verplaatst M zich over 
(O) , terwijl T als raakpunt in do richting dor liinklijn MT 
doorschuift. Dus is S het onbestendige rotatiecentrum. Der- 
halve beweegt zich de lijn MT, alsof zij bij do rolling van den 
cirkel (O') over den cirkel (O) meegenomen werd, en doorloopt 
T de bekende hypocycloïde met vier keerpunten. (J M. T.) 

Aanmerkingen. I. Gemakkelijk bewijst men, dat de be> 
weging van N langs (O) eenparig is, als die van ^\ langs (O) 
dit is, en de snolhodon van M en N dan tot elkaar staan als 
1 tot — 3. Met behulp dor algemcene stelling van EriniARDT 
(zie Scttlömilch's Zeitschrift ^ deel 15, blz. 12i) of ook Wis- 
kund'ujp Opr/avrn , deel 3, blz. OH) bewijst men hiordoor, dat 
de koorde MN des cirkels een hypocycloïde omhult. 

II. De meetkundige plaats van de middelpunten dergelgk- 
zijdige hyperbolen, die de gegeven ellips in M aanraken en 
asymptoten hebben evenwgdig aan de assen der ellips, is de 
krommingskoorde MN van M. Dus is de boven gevondene 
ombullende der krommingskoorden tevens de meetkundige plaats 
van de middelpunten der gelijkzijdige hyperbolen, die asymp- 
toten hebben evenwgdig aan de assen der ellips en deze drie^ 
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punUg aanraken. Bit wordt gemakkeljjk stelkimdig beveBtigd. 

Ib de gelijkzijdige hyperbool met het middelpunt y') door 

— x'x — ^^'^ H- C = O 
Toorgesteld, dan vindt men, wijl Yoor de ellipB 

dy b Cos ^ h 

dx a 8iu ^ ' ds^ a * Sin ^ ^ 

i», 

y — y' 6 Co8 0 y — / 6 



wat geheel met de vorgclijkingon 3; overeenkomt. (J. W. T.) 

III. De hier beschouwdo omliullende vormt een bijzonder 
^oval Tan die uit vraagstuk 163 der vorige reeks (zie vooral 
blz. 370, Aanm. I). 



Vraagstuk XXIV. 

Twee lijnen ^ en ^ zijn dkaais weerkeerige poollijnen met 
betrekking tot een gegeven boL Men projecteert dese lijnen uit 
een willekeurig punt P van den bol als centrum op een vlak lood- 
recht op de door P gaande midddltjn van den bol. Te bewijzen , 
dat de projecties loodrecht op elkaar staan. (H. de Vkies.) 

Opgelost /foor Mej. C. H. de Haas, T. J. Allersma, F. F. 
LiuPEN, J. J. Stoel en H. de Vries. 

Oplossingen van T. J. Allbrsma. 

1. Mektkuxdtoe Oplossing. De bedoelde projecties zijn 
de doorsnodcn yan do vlakken (P, ;/) cn (P, ;/'} met een vlak 
loodr('( lit op de middellijn OP van P. Daar deze doorsneden 
zich evenwijdig verplantsen bij evenwijdif^o verplaatsing van 
het vlak loodrecht op OP, kiezen we voor dit vlak het raakvlak 
TT in P aan den bol. 

Twee weerkeerige poollijnon van don bol kruisen of snijden 
elkaar loodrecht; bovendien gaat haar lijn van kortsten afstand 
door het middelpunt. Laat deze lijn OX (fig. 14) de lijnon p 
en y' in A en A' snijden en door Q , Q', S de snijpunten van 
^, (f'f OX met n voorgesteld zijn. Yereenigeu we nu P 
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met Q en dan zijn PQ en PQ' de projcctieB en moei be- 
wezen worden , dat de hoek QPQ' recht is. 

Wfjl P de pool is Tan ir, gaat het pooWIak van het punt 
Q' Tan V door P. Wijl Q' op ligt , gaat het pooWlak van 
dit punt door g. Das ia (P,^) het poolvlak van Q' en PQ de 
weerkeei-ige pooUijn van PQ'. Dus is de hoek QPQ' recht. 

2. Stelkundige Oplossing. Als wc 4- ƒ -f z- — = O 
voor de vergelijking van den bol aannemeu en door x = — O 
de lijn y voorstellen , dan is de vergelijking van het poolvlak 
van een punt (a, ü, van ^ voorgesteld door ax-f- 2", s — r^= O 

en draait dit Tlak dus om de Ign x = —, « = O, als het punt 

zich langs g verplaatst. Deze uitkomst had ook kunnen volgen 

uit do bekende betrekking OA . OA' = r'-*. 

Het raakvlak tt in P (Xq^ ^(j) heeft r^r + y^y 4- -^o^ — r'^ — O 
tot vergelijking. Voor de cöordiiiatcu van Q en Q' vindt 
men dus 

Q...(..o.:!^) . «....(J.lii^.o). 

Dos sgn de riohtingacoainaBsen yan PQ en PQ' bepaald door 
de vergelgkingen 

to *o ^— yo 

g — _ ~ yp _ O gyp —gp 

a /3 y ' «' ~ /3' y 

en hieruit Tolgt ao;' + j3j3' + 77' ^ O onder gebruikmaking 
yan de yoorwaardevergelgking Xq* + yo^ + «b* — = O 

Aanmerking. Brengt men het projectievlak door het mid- 
delpunt O van den bol aan , dan heeft men met stcireographischo 
projecties te doen. Hier is de stelling eigenlijk op haar plaats. 
Want hier leert zij , dat twee bundels van cirkels o]) don bol 
orthogonaal zijn (en dus elke cirkel van den eenen eiken cirkel 
yan den anderen loodrecht snijdt), als de assen der bundels 
yan cirkelvlakken weerkeerige poollijnen zgn met betrekking 
tot den bol. Maakt men gebruik yan de bekende eigenschap, 
dat stereographische projectie de hoeken onveranderd laat , dan 
is aan bovenstaande beschouwing een ander bewijs der stelling 
te ontleenen. (H. D. Y.) 



Digitized by Google 



OPGA YEN. NO. 24 en 25. 



67 



Vraagstuk XXV. 

Gegeven een' omwentelingscylinder (A,) , waarvan de as lood- 
recht op het horizontale vlak staat én een lijn 0, in het horizontale 
vlak gelegen, die men beschouwt als de as van een tweeden 
omwentelingscylinder (A,) met nog onbekenden straal. Gevraagd: 

I**. het verticale vlak en den straal van den tweeden cylinder 
zoo aan te nemen, dat de verticale projectie van de doorsnee der 
beide cylinders een drievoudig punt vertoont, en 

2\ voor dit geval een constructie der raaklijnen in het drievou- 
dige punt aan te geven. (H. de Vkies.) 

Opgelost door T. J. Allersma en H. de Vries. 

Oplossing van H. de Vkies. 

1. Dc doorsnee van twee kwadratische oppervlakken pro- 
jecteert sioh uit elk niet op de kromme gelegen punt in het 
algemeen als een kromme met twee dubbelpunten. Daar em 
drievoudig punt uit de yereeniging van drie dubbelpunten 
ontstaat , moet de doorsnee der cylinders een werkelyk dubbel- 
punt bezitten. Dus moeten dc cylinders elkaar aanraken. 
Deze voorwaarde beperkt den straal des tweeden cylinders tot 
twee waarden. Heeft men een van beiden gekozen , dan is 
het raakpunt D der beide cylinders het dubbelpunt hunner 
doorsnee. 

De beide „schijnbare" dubbelpunten der vertikale projectio 
zijn de projecties van de punton E on F der doorsnee , die 
gelegen zijn op do snijlijn 7 dor poolvlaklvou van het in de 
richting loodrecht op het verticale vlak en het oneindige ver- 
dwenen punt met betrekking tot de beide cylinders. Deze 
snijlijn g staat in ons geval loodrecht op het horizontale vlak. 
Draagt men er nu zorg voor, dat het vlak (Y^t)) ook het 
dubbelpunt D opneemt , dan vereenigen zich de drie dubbel- 
punten tot een drievoudig punt. 

Uit het bovenstaande volgt een middel ter bepaling van de 
richting der in het horizontale vlak gelegen lijn UY^. Is nl. 
(flf|) (fig. 1.^) de doorsnee van den eersten cylinder met het hori- 
zontale vlak en vormen c' en c" dit voor den tweeden, dan zullen 
de beide lijnen, die D verbinden met een der twee snijpunten 
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8' en S'' van (i^ met den op A,D aU middellgn beeehroTen 
cirkel , de met de beide oplossingen in yerband Btaande pnnten 
Y«, aangeTen. Want toop Y'^ is S', Toor Y*'^ is S* de 
boriBontale projectie van de englgn g der beide poolvlakken. 

Hieruit Tolgt, dat er alleen dan een drieroudig punt met 
drie bestaanbare takken ontstaan kan, als den cnrkel (a,) 
snijdt en wel zoo , dat de afstand van Ai tot a.j grooter is dan 
de helft van den straal des eersten cylinders. Bij de oplossing 
Tan het tweede gedeelte nemen we dit dus aan. 

2. De drie raaklijnen in het drievoiidi{2;c punt zijn do pro- 
jecties van de lijn g, die in 8 loodrecht staat op het horizon- 
tale vlak, en de beide dubbelpuntsraaklijnen van de doorsnee, 
die met betrekking tot de projectie van g symmetrisch liggen. 
Uit een eenvoudige meetkundige beschouwing (fig. 16) volgt nu 

^ PQ,» QQ,» DQ.QA, 

en dus bij de p^rcns Tg^^ = r^/r,. Hieruit vindt men de dub- 
belpuntsraaklijnen en uit deze kan men de projectie gemakke- 
lijk -afleiden. 



Vraagstuk XXVI. 

Men vraagt de vergelijkingen 

in gdieele getallen op te lossen. (É. Lbmoinb.) 

Opgelost éfyor T. J. Alleksma, J. J. van Laar, F. F. IjsiTPSir, 
A. A. Nqlanb» W. H. L. Janssen van Raav» Dr. C. Stolp en 
P. DS Carfentier Wildervanck Jr. 

Oplossing van T. J. Allbrbma en W. H. L. Jansskn 

van Raat. 

Als we in — 2//^ -f 1 de substituties a; = j/ + y, , y =y\ 
doen, vinden we J•^'^ — 2^J^'^ — 1. Substitueeren we hierin 
*i = yi ' Vi = Vi + X\ , dan vinden we x.^ = 21/^ + 1. Wjjl 
deae laatste vergelijking van denzelfden vorm is als de eerste 
en we door met behulp van beide substituties van x^ = 2t/- ^ 1 
tot a^* = 2^3^ + 1 te komen tevens de andere vergelijking 
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a?,' = 2y,'* — 1 voorbijgaan , zijn we in staat gesteld van de 

oplossing r = 1 , // = O der vergelijking 2/^+ 1 uitgaande 
allo oplossingen der beide yergelijkingen te vinden. De uit- 
komst is 

as, = 1, 3, 17, 09, 577 , .. . 

ya = O, 2, 12, 70, 408, . . . 

Of, =r 1, 7, 41, 239, 1893, . . . 

yi ^ 1 , 5 , 29 , 169 , 985 , . . . 

a? = 1, 3, 17, 99, 577, 3863, . . . 

y = O, 2, 12 , 70 , 408 , 2378, . . . 

Aanmerkingek. L Men voldoet aan de vergelijkingen door 
te stellen 

ar = i(i;« Hz , ^ = =F J»—) K 2. 

Dus vindt men geheele waarden voor ar en ^ door p = 1 + K2 
te stellen. Dan wordt 

waarbij de waarden voor even n bij = -f 1 , de waarden 
voor oneven n b|j = 2y^ — 1 behooren. (J. J. v. L.) 

II. Uit bovenstaande substituties volgt a:=2x,-f^,,, y=2j,4-y2. 

Dus zijn de waarden van ./ en y de coëfficiënten van de wedcr- 

kccrigc reeksen ontstiiaii door ontwikkeliüg van de breuken 

1 -\- z z 
r en . Hieruit vinden we de vergelg- 

kingen 1) terug. (T. J. A.) 

in. Uit «» = 2y»d:l volgt Gr. — = V2, voor« = oo, y = oo. 

Ontwikkelen we nu ]/2 in een kettingbreuk, dan is f 1, 2, 2 . . .| 
de bctrekkingswijzer en vinden we ia de naderende breuken 
13 7 

, , „ , enz. de waarden van « en » terug. (T. J. A.) 
1 2 O 

lY. Het vraagstuk is niet nienw. Het is reeds opgelost 
door EuLEB {Algebra, § 98 in verband met § 44) en door 
Legbndrb {Théorw des nombres , deel I , blz. 56 en 57). Bo- 
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▼endien kan men raadplegen 

iVoiU'. Ann. de Math. , 1872 blz. 173, 1881 blz. 373. 

Nouv. Corr. Math., 1877 blz. 194, 1878 blz. 166, 1879 

blz. 285. 

Jour?}, de Math. Éh'm., 1884, blz. 15. 

Jouni. de Mnth. Spéc, 1893, blz 23 en blz. 117. 

Mathesis, 1886, blz. 162 

Onbtpaalde vergel^kingm van £ger (vergelijkingen van Pbll 
en Tan Leslie). 
Op de laatste na zgn deze bronnen opgegeven door de LoKO- 

CHAMPS. 

Vraagstuk XXVII. 

De door het punt A eener gegeven ellips gaande middellijn 
staat loodrecht op een der gelijke toegevoegde middellijnen. Te 
bewijzen, dat het vraagstuk, de drie door A gaande en bij een 
van A verschillend punt belioorende nonnalen te bepalen , een 
kiradratisch vraagstuk is en dit dus met behulp van lineaal en 
passer kan worden opgelost. (G. db Longchahfs). 

Opgelost door Mej. A. G. Wijthofi, T. J. Allersma , 
J. Cahdinaal, G. de Longchamps, W. Mantel, W. H. L. Jans- 
sen VAK Kaay, H. DB Vries én Dr. J. de Vsibs. 

Oplossing van J. Oardikaal. 

1. Zooals men weet , zijn de voetpunten der normalen uit 
een willekeurig punt A op do ellips neergelaten de snijpunten 
van deze met de bij A behoorcnde hyperbool van Apuij-ONIUS 
en 18 deze te beschouwen als de meetkundige plaats van het 
snijpunt P der middellijn ÜQ, van de ellips met de loodlyn 
uit A op de toegevoegde middellijn OQ^ van OQ, , als 
OQ, en OQ, veranderen. Deze hyperbool wordt gemakkelijk 
bepaald door de twee punten A, O, de oneindig ver gelegen 
punten van de assen der ellips en de raakign in O. Deze 
raaklgn nl. is de middellgn van de ellips , die toegevoegd is 
aan de middellijn , op welke AO loodrecht staat. 

2. Passen we dit toe op het geval , dat A de in het vraag- 
stuk aangewezen ligging heeft , dan is die diagonaal CD 
(fig. 17) van den rechthoek op de assen, waarop AO niet 
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loodzeclit staftt , de raakljjn in O aan de hyperbool. Wijl twee 
toegevoegde middellijnen van de gelgkagdige hyperbool een 
hoek Tonnen, die door de asymptoten middendoorgedeeld 
wordt, gaat EF dus door het midden van de koorde door de 
l^n door A evenwijdig aan CD in de hyperbool bepaald. Dus 
gaat de hyperbool door B en is AB een der drie door A 
gaando normalen , die elders loodrecht staan op de ellips. Dus is 
de bepaling der beide andere normalen een kwadratiech irraagBtuk. 

AAiriiBBXiirosv. L Be yierhoek AOBG is een koorden- 
Tierhoek , want de hoeken AOG en A6G zijn recht. (G. b L.) 

II. De verbindingslijn van de voetpunten der beide andere 
normalen kan nu met behulp van de bekende constructie van 
JoAcniMSTiiAL gevonden worden. Deze constructie is in de 
figuur uitgevoerd ; de bedoelde lijn MN is door haar snjjpunten 
M en N met de assen bepaald. 

IIL De Yormelde eigenschap is bekend. In de SUzungS' 
heriehU van Weenen (deel 98, blz. 1519) heeft Dr. Schoütb 
met behnlp Tan beschouwingen aan het opperTlak van den 
derden graad onüeend bewezen « dat de meetkundige plaats 
der punten, waarvoor het vraagstuk, de vier door een punt 
gaande normalen eener ellips ie bepalen , tot twee kwadratische 
vraagstukken kan teruggebracht worden, bestaai uit: 

1^ de assen en de Ijjn in het oneindige , 

2<>. de middeUjjnen ax = 6y , gevonden door Mavtbl , TFts- 

hundige Opgaven^ deel 2, bis. 120), Tbsch en Pblz, 

3**. de cirkels \x±. — ■\-g*'=e\ goTonden doorLAUERMANN. 

^ (J. D. V.) 

Opmerking van Dr. J. de Vries. Door K( kardt (Schlö- 
milch's Zeitschrift deel 18, blz. 107) werd aangetoond, dat 
voor elk punt der beide cirkels -\- = {a ±. bf één normaal 
aan de ellips 6*a?* -f a^y^ = aH^ gemakkelijk kan aangewezen 
worden. Uit het volgende blijkt , dat er een ellips is , waar- 
van hetaelfde geldt. 

De angpunten der h3rperbool van Apollonius 

van hei puni {xi , ^r,) met de ellips «sa Cos ^, y =8 d Sin ^ 
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agn bepaald door de yergelgking 

2ar, Sin ^ — 2fty, Cos 0 = c*Sin 20. 

Stelt men nu 2aj-, — - Cos w cu 2i<j^, = Sin tu , dan 
gaat deze vergelijking over in Sin — w) — Sin 20, of in 
Sin ^ (0 -|- a>) Cos \ (30 — w) = 0. Dus zijn de voetpuutea 
der vier normalen bepaald door 

^, ~ Sii' — ^1 = iir + i<t»i ^, = » -1- iw, ^4 = |r + i« , 

soodat de eerste geconstmeerd kan worden. 

De meetkundige plaats van het punt 2<ur}=e^8w, 2&yi=c'Sinfli» 
ie blijkbaar de ellips 4aV + = ^• 

Vraagstuk XXVIII. 

Op een gegeven middellijn AB van een gegeven drkel neemt 
men de punten P en P' symmetrisch aan met betrekking tot het 
midddpunt Gevraagd door P en P' twee koorden CD en CD' 
te construeeren , waarvoor CC' een gegeven lengte heeft en DD' 
door een gegeven punt Q van AB gaat (G. de Longchamps). 

Opgelost door Mg, A. G. W^jthofp, T. J. Allersbia, 
G. DE Longchamps, W. Mantel tn H. de Vries. 

-Oplossing van W. Ma!TTEL. 

De kegelsneden door 0, D, C', D' snijden de middellijn AB 
Tolgens een involutie, die bepaald is door de twee paren 
AB en PP'. Deze paren liggen ter weerszyden eyen yer van 
het middelpunt; das is dit zoo met alle paren. Dus sngdt 
OC' de middellijn AB in het punt, dat aan den anderen kant 
even ver ligt van het middelpunt als Q« Hierna is de con- 
structie dadelgk aan te geven. 

Aanicerkinoen yan D£N Heer Allersma. I. Aldus vindt 
men dezelfde uitkomst zonder van de wetten der kwadratische 
involutie gebruik te maken. 

Zij M (fig.18) het middelpunt van den cirkel, S het snijpunt van 
CD en 0'iy, Q' dat van AB en CC. Stel MF = PM = j> en 
beschouw QDD en Q'CC' als transversalen van driehoek SPP'. 

DttQ is 

SD' . PD . P'Q = 8D . PQ . P'D', 
SC . PO . P'Q' = SC . PQ' . P'C. 
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Verder is 

SD . SC = SC' . SD', 
PA. PB = PD .PC, 
P'D' . FC' = FA . P'B , 

P'A . P'B = PA . PB. 

Door deze vergelgkmgen mei elkander te yennenigYiildigen 
vinden wg 

FQ'.P'Q = PQ'.PQ, 

of 

(MQ' + p) (MQ - p) = (MQ' - p) (MQ + p) , 

waamit de gelijkheid yan MQ en UQ! volgt , zoodat Q en Q' 
weder symmetriBcli liggen ten opzichte yan M, enz. 

II. De boven gevonden eigenschap Is gemakkelgk analytisch 
•te bewijzen. Stellen wg nl. de yergelgkingen yan CD, 0'ï)% 
DQ, CQ' door 

x + tny — ^ = 0 , aj + fw'y 4-i> = 0 , x-\- ny -\- q = 0 j x + n'y q' = 0 

yoor, dan is de algemeene vergelijking der krommen yan den 
tweeden graad, die door C, C', D, D' gaan, 

k(x-{- my — p) (« -h m'y + jp) + (x ny q) {x -\- n'y + q') = 0. 

Kn moet deze vei^elgking met die yan oirkél M , d.!. met 
^-{- y* = kunnen oyereenstemmen. Hiertoe is o.a. de yoor- 
waarde ; + 9' — O noodig , zoodat Q en Q' Bymmetriaoh moeten 
liggen ten opziohte yan M, enz. 



Vraagstuk XXIX. 

De beide hyperbolen 

xy =py -^qx^9^ ~y = (/ -f ^ Cos 6)* — p Cos 

snijden elkaar behalve in den oorsprong nog in drie punten. Ge- 
vraagd de vergelijking van den drkel , die door deze drie snijpunten 
gaat , als O de hoek is , dien de coördinaatass» met elkaar vormen. 

(T. J. Allbrsua.) 

Opgelost door Mej. A. G. Wotkoff, T. J. Allersma , 
J. Cardinaal, W. Mantel en A. A. N^jlakd. 
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Oplossing van W. Mantel. 

De algemeene vergelgking der kubische krommen , die door 
de Tier snypunten der gegeven hyperbolen gaan, is 

(Ax + By -f C) (xtj — ptj — qx) -h 

+ {Dx -i- -i- F) — y*— (/► -hj Co8Ö)a?+(j +p Cos ö) y] = 0. 

Hierin na kan men over de vijf verhoudingen der nieuwe 
coëfficiënten zoo beeohikken , dat de termen sonder y (bier 
alleen a^^ x) verdwenen en de termen met yx^^ fx^ 
aamen genomen in den Torm {x^ + 2x^ Cos 9 + y^) verschijnen. 
Stelt men dan A = 2 , zoo vindt men 

a-' + 2jy Cos ö -i- / ~'óx {p + q Cos H) — 'óy {q + p Cos ö) 4- 
-f 2 (p» 4- + 2/»^ Cos 6) = 0. 

Aaxmerkixgen. I. Bovenstaande handelwijs is reeds gevolgd 
bij de oplossing van vraagstuk 120 van deel I der Wiskundige 
Opgaven. 

II. De tweede hyperbool snjjdt de eerste in de Toetpunten 
der normalen uit O op de eerste neergelaten. De geyonden 
cirkel is dus de cirkel van Joachucsthal. Naar behooren gaat 
deze cirkel door het punt (2/», 2;), dat op de eerste hyperbool 
diametraal tegènover O ligt. 



• Vraagstuk XXX. 

Als de snijpunten van twee parabolen P, en op een gegeven 
middelpuntskegelsnee K liggen en r| en r de richtlijnen dezo* 
parabolen zijn , dan zijn er een oneindig aantal paren P| en P, van 
parabolen met r, en r, tot richtlijnen , wier snijpunten op K liggen. 
Men vraagt: 

a) een constructie van de brandpunten F, en Fj van twee 

overeenkomstige parabolen , 

è) de meetkundige plaatsen van die brandpunten F, en F,, 
c) de omhullende van FjF,. (T. J. Allersica.) 

Opgelost dffor T. J. Allbrsma, W. Mantel «» P. de Car- 

FBKTI£R WiLDS&VANCK Jt, 
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Oplossing. 

De drie oplossingen verschillen alleen in vorm. Uit deze is 
de volgende afgeleid. 

1. Drie kegelsneden van een zelfden bundel snijden een 
rechte volgens drie puntenpareu in involutie. Past men deze 
stelling voor de beide parabolen P, en P,j en de middelpunts- 
kegelsnee K op de lijn in het oneindige toe , dan blijkt , dat 
de assen van P, en Pj deze lijn snijden in twee punten , die 
harmonisch liggen met de oneindig ver verwijderde punten 
van K. Dus zijn de assen van P, en Pj evenwijdig met een 
paar toegevoegde middellijnen van K en staan de richtlijnen 
van P| en loodrecht op een paar toegevoegde middellijnen 
van K. (Red.) 

2. We nemen de toegevoegde middellijnen van E, die 
loodrecht staan op de richtlijnen der parabolen tot assen aan 
en stellen de lengte OA , OB der halve middellijnen door a, 6, 
den hoek AOB door de langs OA en OB vallende afotanden 
00 en OD van O tot de richtlijnen CH en DH door p en q 

■ en de coördinaten van de brandpunten F, en door {x^ , y,) 
en {x^j y-i) voor. 
Dan zjjn de yergelgkingen Tan P, , P, en £ 

P,=(a?~ «,)*4-2(a;— a;, )(y — y, )CoBw+(y— y, (a?-|-yOo8(w— pyM) , 
Pji=(a;— Xa)'-i-2(a;— a;2)(y— t/2)Cosü)+(y— y-i)^— (xCosw-f-y— ^)-::^0, 

K = h^x"" -f a"'y2 „ (^i;^ _ o 

en geeft de vergelijking der coëfficiënten van en y'^ aan , 
dat het verband tusschen de vergelijkingen van de tot een 
bundel beboerende drie krommen den vorm 6^Pa-i-ö*P|=jtSin*ai 
moet aannemen. 

Hieruit volgt dan door gelijkstelling der overige coëfBciênten 

+ (y, — j) Cos u>\ -\- — f +1^1 Cos w{ = O , 
6My* — ^ + «a Cos «J -ha» -j»)Cobw} =0, 

6X«i*+2aiyaCo8«+y4*— j)+a'^ap,»+2a?,yiCoeiH-yi*~f>*^ 
IJit de eerste en tweede volgt 



ai 4- ' ■ ^ • ' tt=* + b 



Hieruit volgt, dat P|Fa het punt ( . " ^ , !^ ^ ^\ omhult 

\a* -1-6'* a* + 0*1 
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en dit punt M steeds zoo op F, F, ligt, dat aan de betrekking 

F,M : FaM = — : 
Toldaan is. Das verdeelt M den afstand F|Fj inwendig in 
dezelfde reden ^Va*. 

8. Door eliminatie van en ^n^^n we yoor de meet- 
kundige plaats Tan Fi den cirkel 

(a* 4- 6') (J-"' + 2a:y Cos w + y*) — 2 (a V + h'^q Cos ui) t — 
- 2 ia'p Cos w + L'^q) y + ia'^- b') f + 2l>yq Cos ö - Sin ^ w = O, 

waarvan M en ^^-p^ Vp'' — 2pq Cos w + ^* — ( a» -|- 6*) 8in*w 

middolpunt en straal zijn. Evenzoo vindt men voor de 

meetkundige plaats van F| een cirkel met M tot middelpunt en 

. ^ 

^l^-p^ V — 2pq CoB w + ~ (a-* 4- f^) Sin*« tot straal. Wijl 

het punt M en de stralen der beide cirkels gemakkelgk te 
eonstmeeren zgn, is hiermee het vraagstuk opgelost. 

(T. J. A. en W. M.) 
Aahvereinoen. I. Als men het teeken van b* omkeert, 
vindt men de oplossing voor het geval, dat K een hyperbool 
is; dan verdeelt M den afstand F, Fa uitwendig in de stand- 
vastige verhouding ^/a*. 

IT. Is (a' + Sin'w grooter dan — 2pq Cos «d + ^9 i* 
het vierkant van CD, dan zijn de stralen der beide cirkels 
onbestaanbaar. 

m. Is a^-h6* = 0 en K dus eem gelijkzijdige hyperbool, 
dan zijn de meetkundige plaatsen van F| en F^ twee lijnen 
loodrecht op CD.. 

Vraagstuk XXXI. 

Gegeven twee kwadratische oppervlakken A' en B* en een vlak 7. 
Gevraagd : 

a) de meetkundige plaats der in 7 gelegen punten, waarvoor 
de aan en aangebrachte omhulUngsk^els elkaar aanraken, 
ó) het aantal der in 7 gelegen punten , waarvoor de omhulling 

kegels dubbele aanraking hebben , 
tf) het aantal der in 7 gelegen punten , waarvoor de omhullings- 
kegels elkaar osculeeren. (J. Carsinaal.) 
Opgelost iioor J. Cardinaal ai H. de Vries. 
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OploBsing. 

Zullen de beide omlinlliiigskcgela van een punt F elkaar 
aanraken, d.w.s. langs een Yan hun gemeenschappelijke 
besohrgvende Ignen r ook hetoelfde raakvlak ^ kebben, dan 
moet p een gemeenschappelijk raakTlak van en en r de 
Terbindingslijn der bdde raakpunten zjjn. Het pnnt P moet 
dos gelegen sgn op het ontwikkelbaar oppervlak O, dat omhuld 
▼ordt door alle gemeenscfaappelgke raakvlakken p yan A' en B'. 

Het oppervlak O is van de vierde klasse en den achtsten 
giaad. Zgn keerkromme is van den twaalfden graad en zgn 
dnbbelkromme bestaat uit vier kegelsneden , gelegen in de vier 
vlakken van het gemeenschappeljjk pooltetraëder van A* en B'. 
Bovendien liggen in ieder plat vlak twee rechte lijnen door 
welke twee raakvlakken van O gaan en die dus voor de vlakke 
doorsnede van het vlak met O dubbelraaklijnen zijn. 

Terwijl nu O de meetkundige plaats is van alle punten, 
waarvoor de ombuUiDgskegels elkaar aanraken , vormen de vier 
dubbelkegelsneden de meetkundige plaats der punten , voor 
welke deze kegels elkaar dubbel aanraken , terwijl op de keer- 
kromme alle punten liggen, waarvoor de kegels elkaar osculeeren. 

De doorsnede van O met het gegeven vlak y is een vlakke 
kromme van den achtsten graad en de vierde klasse , die aoht 
dubbelpunten heeft (de snijpunten van y met de vier dubbel- 
kegelsneden) en twaalf keerpunten (de snijpunten van y met 
de keerkromme). Zij bezit bovendien twee dubbelraaklijnen. 

Voor een willekeurig punt dezer kromme zullen de beide 
omhullingskegels elkaar aanraken : voor elk der acht dubbel- 
punten zullen zij elkaar dubbel aanraken en voor eik der twaalf 
keerpunten zullen zij elkaar osculeeren. 

Vraagstuk XXXII. 

Stellen f{x, j) = o en ^ {x , y) = o twee krommen v an de graden 
m en n voor en 'isU (x^ y) een vorm van den m n — j***" graad, 
dan heeft volgens Jacobi de uitdrukking 

1 óf è-^ * 

^y 

ui^estrekt over de mn snijpunten (x, y) der beide krommen, de 

5» 
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waaide nuL Men vraagt dit met leriduen aan te toonen , in de 
onderstelling dat de kromme ^ = o geen andere bijzonderheden 
dan dub1>elpvnten en keerpunten beat en de vorm ^ in ieder der 
vemnderlijken van den it'*' graad is. (Dr. W. Kaftetn.) 

Opgelost door Dr. W. KApmN. 

OplosBing. 

Is (S, q) een snijpunt der krommen ^ (4", = O en ^(o;, 5^) = O 
en stelt ^ = ^ + d/, ^ = r; + / bet op dit sngpnnt volgende 
punt van ^(a?, voor, dan ia 

'/'(^, j') = '/'(^ + »ï + y') = ^' ^ ^ + • • • = O 

en duB by de grens 
Yoor dit zelfde punt is 

tr(», v) 

De te bewezen betrekking is dus = 0. 

. 2. In een vertakkingspunt, een dubbelpunt en een keerpunt 

van ^(x, ^) = O zijn twee waarden van ~ oneindig klein en 
wel aohtereen volgens als fcp' en A»^^, waarin k telkens een 

constante aanduidt. Derhalve is ^ ^, * = 0. £a dus 

wordt fc))*^''^^ 

l XI. \ \ O i/Xi.w O 



Stelt men nu ;p = 00 , dan is de fiinctie onder het residuteeken 



oneindig klein als — en das het residu nul. 
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Vraagstuk XXXIII. <) 

De integraal / c— r\ Sin , waann / een bestaanbaar getal 

J «O 

voorstdty is eindig en doorloopend, als het bestaanbare deel 
van r positief is. Bepaalt men nu een functie /{r), die voor alle 
waarden van r unifonn is en met de integraal samenvalt, als het 
bestaanbare deel van r positief is, dan zal dese functie in twee 
punten oneindig worden. Neemt men dan de som der residuen 
van <f'"/(r) ten opzichte van deze polen, dan vindt men — Sin/«. 
Men vraagt dit te bewijzen. (Dr. W. Kaptbvn.) 

Opgelost door Dr. W. Kapteyn. 

Oplossing. 
Uit de bekende vergelyking 



rx Sin pXdX = — «— \ , \ — — + C 



volgt door inToering der grenzen en der voorwaarde voor r 

rSin p\ + pCkmpX 



i te 



$— » ^ Sin pXdX. = — «- 



+ 



De fimctie f(r)= - ^rxZ^^J^ll^ i« „^iform io 

het geheele vlak en stemt in de rechterhelft er van met de 
waarde van de integraal overeen. Schrijven we nu 

, rÖin i^A -}-» CosöX <r-('' + '»^ «-('• — v)^ 
f(r) = — . «— rX £ f— = . 

r'-\-p^ 2i(r+/>) 2t(r — t»' 

dan biykt terstond , dat de som der verlangde residuen ten 
opzichte van de beide polen r = ip ia 

— i^*^ — = — Sin 



Vraagstuk XXXIV. 

Van welke soort zijn de Abel'sche integralen 

= / ■ -6(^+0+^ j B ^ f ^ 



>) Dit yraagRtuk heeft een beperking ondergaan, wijl het in den ooispronke- 
lijken algemeenea vorm niet geheel juist was. 
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behoorende bij de kromme ) ' — 3 v -f- 2.r' = o en welke zijn de 
sommen dier integralen genomen tusschen de snijpunten der lijnen 
X = O X = J> met de kromme, (Dr. W. Kapteyn.) 

Opgelost d(w Dr. W. Kapteyn. 
Oplossing. 

1. De raaklijn in het punt (1 , — 2) aan de kromme is 

2a? 3y + 4 = O ; zij snijdt deze nog in het punt (--|^, — 2^), 
dat op de rechte 10 (x -r 1) -i^ = O ligt. Dus is A een inte- 
graal van de tweede soort « die alleen oneindig wordt in het 
punt (1 , — 2). 

Evenzoo is y — 2x^2 -f V'^ — O de raaklijn aan de kromme 
in het punt (^^432, ]>/3), die door het punt (O, — 1/3) 
gaat , dat op de rechte x — O ligt. Dus is B ook een integraal 
Van de tweede soort, die alleen oneindig wordt in het punt 
ai^432, 

2. Om te zien , hoe A oneindig wordt , stellen we 
ar = 1 4- ;/ = — 2 -r y. Dan volgt uit de vergelijking der 
kromme de betrekking 6/ -f- 9/ = — ^x'\ Dus is de vorm 

onder het integraalteeken onetndig als — \ en de integraal 

seWe als -p-. ETensoo stellen we Toor B in de vergelijking 

der kromme x = ^-^432 + o?', y = ^]/3 +ƒ. Dit geeft ons 
y - 2s'^2 = 3»'»^432 , enz. 

8. De integralen A en B zijn dus beide normaaliotegralcn 
Tan de tweede soort. Volgens het theorema van Abbl is de 
waarde yan elk dor integralen tueschen de gegeven grenzen dos 

waarin voor ^ achtereenvolgens de waarden 1 en ^|K432 
gesubstitueerd moeten worden. 

Vraagstuk XXXV. 

Als 2w een periode is van de ccnwaardige dubbelperiodieke 
functie /(«) en deze functie aan de voorwaarde /(«-{"<") = — /(«) 
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voldoet, is de integraal van f{u)du pseudo-cUiptisch {Cours de 
M. Hermitb', 4'*™« édition , blz. as). Men vraagt dit te bewijzen. 

(J. C. Kluyver). 

Opgelost do9r J. C. Kluwer. 

Oplossing. 

1. Een eenwaardige dubbelperiodiekc functie f {u) is een 
rationale uitdrukking van de functie p(m) van Weierstrass en 
haar afgeleide ^'(«). Uit de voorwaarde /"(« + cu) = — f{u) volgt, 
dat naast elke pool v er ook een pool v Ar ui moet zijn. In de 
ontwikkeling van /*('/) geven deze beide polen aanleiding tot 
de onderstaande groep van termen : 

c+«»»,p<*>(»--»J+Wt_i p<'-*> (w~r) + . . . fih,p(«-v)+/5(i«— p)+ 
+ M'p<*> — w) + Jr,_i p(— 1> (» — »_«) + ... 

In de ontwikkeling van fiu-^-w) treft, nieii dus de volgende ' 
termen aan : 

c + w,p<*> {u — V -\- oj) t p(*-^> (m — r -f w) -1- . . . 

WqP (u — f + w) + (« — I? — w) + 2/i| -h 
M,p« (I* — ») + M, _ 1 pf - 1> (j* - ») -H . . . M;,P (II — ») + 14 (II - 1»), 

Daaruit Yolgt , omdat steeds ƒ (» + m) — /*(«) is > 
c=— c4-2/iT , tw,= — M, , w,_i=— M,_i , ...mo=— Mo , fcs— L. 
Dus vindt men 



ffl.jpW(fl— •)-p<^)(«— »-«)|+f»,_l|p«— »)(«-«)-p«— l)(li-ff-«)|+,.. 



+ «"O lp (» — •) — P (» — - «)l + — *') — — I» - «) — nj] 

Het 2-teeken drukt hier uit, dat elk paar polen » + « 
een groep van termen geeft. 
Uit het optellingstiieorema der ^-iuncties volgt 

$ (u - . - c) = $ (u - .) - 5 («) + i ^.f' Vnr \ ' 

PI» — p(«) 

De integratie Tan ƒ («) levert nu bebalve eene rationale ftinetie 
▼ao p(v) en p'(f«), die door F(u) zal worden voorgesteld, nog 
termen, die ^•functies bevatten. 
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Men lieeft nl. 



of 



Daar p'(« — f) en p(u — v) rationaal in p(u) en p'{u) zijn uit 
te drukken , bevat de integraal ten slotte alleen rationale 
functies Tan p {n) en p' (u) , benevens logaritbmen van zulke 
yormen. Die integraal is derhalve pseudo-elliptisch. 

2. Om een voorbeeld te iieincn , kiezen wij de integraal 



die door de substitutie = p(u) overgaat in I = /-— du , 

Jp\»)-l 

waarbij p'^(u) = V4p^ (m) + 4p (w) is. 

We hebben hier dus met een negatieven diseriminant te 
doen. Verder zyn *i — t, «a = ^3 = — » en is er een be- 
staanbare periode 2»^, waarvoor O is, zoodat de betrekking 

p (« + wj) — = ^ — — ^ hier in plu+ut^)— -7-- overgaat. 
Inderdaad is hier dus /(u 4- wa) = — — r en de integraal 

fw 

psendo-elliptisch. 

De fnnotie f («) heeft vier enkele polen ±:vea±.ie bepaald 
door p (v) = 1 , p (w) s — 1. 

Men heeft 

P("l 
P»-l 

en Tindt oogenblikkelijk op de gewone wgse 

* ?_ , - 1 



= c4-A 



-i-B 



B 



2p'(e;) ' - 2p'{w) 
Voor men c bepaalt, is het van belang op de betrekkingen 

Kt) 



^2 + P + 2 



Kc, — = p -\- qi 
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(sie Halphxv, Traité den fondhns iU^^ma J, bic 75) te let- 
ten. Zg geyen hier 

pi~]=Pi^) = ^ , p'iv) = -2V2, 
Het opteUiDgstheorema der C-i^notieB geeft dns 

dus is liier 
Yoor « = O vindt men 

€i ; = C, — 4 -h i = O, of C, = 0. 



^2 



DuB is 



1 , (l+a;>)*+2xK2(H-a:*) 1 , — (1— a:»)»+2a;l/-2(l+*«) . 



i<« r-^:3 +::7r^i<« rr-s + ^ = 



1 , + 1 _ , xV2 „ 
loe Bff Bin r +• c . 

41/2 * 1 - a;^ 4]/2 * 1 + ^ 

Men vergelijke Freket, Mecueil d exerckes ^ Calcul Int. 404. 

Viaagstuk XXXVI. 

De functie p («) ontstaan door de omkeering van de integraal 

_r dx 

F (O) 
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heeft de bestaanbare periode awj, de onbestaanbare periode 26) 
en de complexe periode ± wj'. Te bewijzen , dat de functie 
F (») ontstaan door de omkeering van de integraal 

__ ? dx 

P(«) 

de perioden , w'^ en ± u', bezit. (J. C. Kluwer). 

Opgelost {foor J. C. ELluvver. 

Oplossing. 

1. In lig. 19 is op de gebruikelijke wijze het perioden- 
parallelogram ABGII der gegeven p-fanctie afgebeeld. Men heeft 

AB = 2wj , p (wj) =e^ = l, 
AT) = 2,0',, , p(w'2) = "8= 1 > 
AH = = uj^ -r (u'a , p (0*3) = = — ^ — i»l/3. 

Verder is 

Een functie P (t<) met de perioden AE en AH = 2(t», 
heeft AEFH tot primitief perioden-parallelogram en is dus dubbel- 
periodiek van de vierde orde in ABGH. Men kan dus stellen 
p («) ^ c -f Ap (m) + Bp (u - wa), omdat P (m) en ABGH alleen de 
dubbele polen O en bezit. Onmiddellgk toont men aan, 
dat A = l, B = l is. Aohtereenvolgens vindt men door te 

stellen u = — , 0)3 , Wj , i- W3 j welke grootheden de halve 

perioden van F{u) zullen zgn, nl. 

P fë) =*.=C+2p (^) =C+2e,+2(i,N-3') , 
P ((Da) =^«2=CM-p(w3)4-p(w, )=C 4- «1 + ''a ) , als Ve.^-ey=p-{-iq is. 

P (f +«^)=«.=0+2p ('^j =C+2ei- 2(pM^>) I 

Optelling geeft 3C -f 3«2 = O , of C — — e , en uit de boven 
reeds genoemde waarden van e, , f^» «3 volgt dan /'^ + j*=V'3 
en f, = 1 4- 21/3, = - 2, £3 = 1 - 2i/3. ' 

De functie P (u) ontstaat door de omkeering van de iategraal 



K4x3 - 60» - 88 
PW PW 
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De functie P(tt) beeft zooals uit het bovenstaande bl^kt de 
perioden oi. , 2aij , + 2««a dus ook 2ma — oia = *» a en daar- 
mede 18 het gestelde bewezen. Tn oyereenstemmiog met den 
positieven discriminant kan men ook AEHK als pnmitief peri- 
oden-parallelogram nemen. Men beeft dan 

AE = 0 , P(0) =f,, 

AK = Q' , P(0')=^, 

AH = o* , Rco-o»*»: 

2. Ter controle kan men nog voor beide functies benaderen 

^»e«s en;s«Q. Men moet dan, zooals bekend Is, 

/ = ê" yinden (zie Halpiien , Traité des fonctions ell^H' 
ques , I , blz. 83). Berekent men dus alleen q volgens de fotmide 

ï = |-+'fe* + ?"+ )-.... 

il = i (Halphek, I, bl..270) 
en gebruikt men de eerste benadering, dan komt er 

, = lpli::^I±M = 0.004838, 

terwül men heeft «^«^^ «0.0048886. 



Vraagstuk XXXVII. 
De functie p {u) ontstaan door de omkeering van de integraal 

_ ? 

J V^x^ — 4X 
FM 

heelt de bestaanbare periode au, de onbestaanbare periode a*»' en 
de complexe periode sm + s*»'. Men vraagt een elliptische functie 
te construeeren met de perioden 3«i, s«i' en «• i: m'. 

([. C. Kluyver). 
Opgelost i^Spvr J. C. Kluwbl 

Oplossing. 

1. In fig. 20 is het perioden-parallelogram der gegeven 
p-fiuictie Toorgesteld. Het is , omdat de invariant nul ia , 
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een yierkant w = mod. w'. Men zal aan het gevraagde kannen 
Toldoen, als men het vierlcant om A een hoek van 45^ laat 
draaien en tegdgk de perioden door |/2 deelt. Immers dan 
komt het In den stand A'B'C'iy (fig. 21). Men heeft dan als 
nienwe perioden der P-fbnctie 

A'0' = 2<tf , bestaanbare periode , 

A'D' = üi + w' ) , . , 

. , complexe penoden , 

A rJ = <i> — O» ) 

AT' = 2(1»', oabestaaubare periode. 
De bedoelde transformatie rereischt derhalve het deelen van 

de perioden der p-fimctie door = V/x. Deelt men echter 
de perioden door Vfi (lan worden tegelijk van wege de eigen- 
schap der homogeniteit de wortels , €^ , <b niet /g vermenig» 
Vttldigd. Men heeft dus voor de P-fonetle 

f, =2iV, = 21x1= 2f, 
«2 = 2iea = 2< X O = O , 

£3 = 2/^3 = 2i X 1 = - 2» , 

zoodat de bedoelde functie door de iotegraal 

dx 



-i 



V4ai* + 16» 
P<«0 

bepaald is. 

2. Men kan zich gemakkolgk door berekening overtuigen, 
dat beide füncties de gemeenschappelijke periode 2w hebben. 



Voor de functie p («) is : 

«I =1, «2=0, «3 = 1 

2^ 



—T^«i- «3=1 +2^+2/.. 



, — ir 



Men vindt 

0» = 1,311028. 

Dit is de constante van Stibluto : 
1 1 



Voor de P- functie is : 

«1=2», «, = O , = — 2i 

y^-^^y^^^^'{l-q'-q"■i- . . .) 
q' = «-\ 

Men vindt 

0» = 1,311028. 



r dx 1 f da 1 

-7= ^-7= , - = — X 1,0540747. 

jKl— *• K2^Kl-i8in'»a K2 
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Vraagstuk XXXVIII. 

• 

Om een hoek bij benadering in drie gelijke deelen te veideeleii, 
beschrijft men om rijn hoekpunt O een drkd» die de beenen in 
A en B, hun verlengden in C en D snijdt XHt het midden £ van 
AB beschrijft men een cukel, die den vooxgfumden laakt. Men 
tidct CE en DE, waaivan de verlengden den tweeden cirkd in 
F en G ontmoeten. Men trekt OF en OG. 

Te bewijsen , dat het middelste deel hierb^ altijd te groot wordt 

(W. Mantbl). 

Opgelost Mq. C. H. de Haas, Mej. A. G. Wqthoff, 
W. Mamtsl, A A. Nqland, Dr. N. Quntr en P. db Carpbmtikr 

WnDBtVANCK Jr. 

Oplossing. 

Stellen we (fig. 22) ^^AOB = ^ en ZFOE = a, dan is ^EFO 
door ^^-^ fx voorgesteld, üit de betrekking 

Sin a : Sin (i^ - EF ; OE = 2 ; 1 

volgt dan 

. 2 Sin - cr) = Sin <r 1) 

en dus, wijl de hoeken noherp zijn, steeds 

2(J</» - örXa, 
of a wat de stelling bewjjst. 

Aanmbreinobn. I. Om na te gaan, hoever de benadering 
gaat, schrgven wg 1) in den vorm Ctg a = | Cosee^^ + G^; |^ 
en hebben nu 

2 2-1* 2'-l„ 2»-l^ 
4Cosecié= 1 B. ~ ^ Ba — -1 Bk — — h . . . 

4 2^^ 2* 0, 2« 0* 

2/^*4 *~4/^* 64 - 67 ^«ÏÖ2i-"--- 

6 2*^ 2' 0* 2* f* 

Ctgi»=- - g-,B,- - 4-,B«g,g - g-^g.^-... 

1 115 5971 

— Ctg « + Ctff i0 — B.0 H B.ó^'h Baó»+ . . . 

5 -r 24 '^^20736 179159040 

Voor ^ 1 , = I , = ^ , Ba BB iV is dus het verschil 
der ootangenten 0,007130. ... (N. Q.) 
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IL Deze eenTOudige constructie is voor scherpe hoeken 
▼oldoende naawkenrig. In The Mechanical World ^ March 4, 
1892 1 is zg meegedeeld door SiMPaoN Sheppard; deze toont 
geen wiskunde te Terataan , waardoor het twijfelachtig wordt , 
of hij de uitvinder is. Is de constructie misschien oud en 
bekend ? ( W. M.) 



Vraagstuk XXXIX. 

Men viraagt het aantal oplossingen van devergelijking 2.r 4-3^4-5;?=», 
als n een gegeven getal is en de onbekenden geheele positieve 
waaiden moeten hebben. (W. Mantel). 

Opgelost door W. Mantel, A. A. Nijland en P. de Car- 

PENTIER WiLDERVANCK Jr. 

Oplossing vm W. Haktel. 

1. Een practische oplossing wordt gegeven door onder- 
staande tabel. 







y 


z 






y 


z 


1 


0 


0 


0 


11 


0 


2 


0 


2 


1 


0 


0 


12 




1 


1 


8 


0 


0 


0 


18 


: 


2 


1 


4 


1 


0 


0 


14 




2 


1 


5 


0 


1 


0 


„ 
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2 


2 


6 


1 


0 


0 


16 


1 


2 


2 


7 


0 


1 


0 


17 


0 


3 


2 


8 


1 


1 


0 


18 


1 


2 


3 


9 


0 


1 


0 


19 


0 


3 


3 


10 




1 


1 


20^ 




8 


4 



In de eerste kolom is het getal n opgeschreven. In de 
tweede kolom wordt het aantal oplossingen Tan de vergeiyking 
2x^n vermeld. Be derde kolom bevat het aantal oplossingen 
van de vergelgking 2a; + 8y = » ; de Tierde kolom doet dat 
Tan de Tergelgking 2« + 8y + 60 =n kennen. 
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2. Het opstellen van de tweede kolom is van zelf duidelijk. 
In de derde kolom is het getal voor n de som der getallen 
in de tweede en derde kolom , die bij n — 3 behooren. In de 
vierde kolom is het getal voor n gelijk aan de som der bij 
n — 5 beboerende getallen der derde en vierde kolom. De 
verklaring van deze berekeuiug is zeer eenvoudig. De oplos- 
singen van 2n + 3»/ 4- bz — n zijn te onderscheiden in die, 
waarbij 2 — 1 is, en die, waarbij ^ > 1 is. liet aantal der 
eerste staat natuurlijk in de derde kolom bij « — 5 , dat der 
overige in de vierde kolom bij n — 5. 

Uit deze wet van vorming blijkt, dat elk getal in de derde 
kolom de som der getallen van de tweede kolom is , beboerende 
bg » — 8, n — 6, n — 9, eni. De getallen van de dwde 
kolom ▼omen Umb rijen gelgke getallen , die van de dmrde 
kolom dus u$ rekenkundige reeksen. De getallen van de yierde 
kolom zijn de sommen der getallen van de derde kolom voor 
« — 5, M 10, f» — 15, enz. en vormen loodoende derHg 
rekenkundige reeksen van de tweede orde. De algemeene 
termen van deae reeksen kan men o.a. vinden, door van elk 
drie termen te bepalen , waartoe noodig is de bovenstaande 
tafel tot n SB 90 voort te setten. Men vindt zoodoende , dat 
het gevraagde aantal wordt uitgedrukt door de formule 

waarin a afhangt van de rest der deeling van n door 30. Men 
vindt nl. voor 

re8t= 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 
a = + 9, + 16, + 21, + 24, -h 2ö, + 24, + 21, + 16, + 9, + 60, 

rest» 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 20, 
«=-11, + 86, 4- 21,+ 4, + 45, + 24,+ l, + 86,+ 9, + 40, 

re8t= 21, 22, 23, 24, 25, 26, 27, 28, 29, 30, 
0-+ 9,4-36,+ l, + 24, + 45,+ 4, + 21, + 36, -11, + 60. 

Men heeft dus in 't algemeen het aantal yeheelm te nemen 
van — lOn + 60) , behalve als n = 30« + 11 of 30»+ 29 

ia. Dan is hei gezochte getal één minder. 

Aanmerkingen. I. Langs den aangegeven weg kan men 
het aantal oplossingen bepalen van elke onbepaalde vergel^king 
van den eersten graad. Men vindt dan zooveel rekenkundige 
reekaen van hooger orde als het kleioate gemeene veelvoud 
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van de ooëffidSnten der onbekenden bedraagt en de orde deier 
reeksen is één minder dan het aantal onbekenden. 

Waarom of de repetent der getallen a hier in twee andere, 
eymmetrieke vervalt, die met elkander niet achgnen samen te 
hangen , is mg niet gebleken. Noemt men p de rest der dee- 
ling van <i door 30 (hierbij ook dO als rest toelatende), dan 
kan men a := j»' + lOp stellen. Doch dan is nog het getal 
der vierde kolom bg « = p behoorende bg te tellen. Het 
gevraagde getal f(n) noemende is dus 

fin) = [n' - - 10 (« - p)] + f{p) , 

(mod 80) , 
0<j>< 81. 

Door deze formnie wordt dus ook niet vermeden, dat een 
rg van dertig getallen empirisch moet worden vastgesteld. 

Oplossing van A. A. Nulihd. 
Beschouwen we eerst de vergelijkiDg 

2x-{-'dy = k 1), 

dan blijkt al spoedig, dat het aantal oplossingen K voorgesteld 
wordt door het geheele getal dat aanwijst, hoe dikwijls 

men k met zes verminderen kan zonder dat we een negatieve 
uitkomst verkrijgen, als men twee uitzonderingsgevallen toelaat. 
Is nl. k = 6m en k = 6m + 5 , dau moeten <p (k) — 1 eu ^ (A:) -j- 1 
iu de plajits treden van ^ [k). 

4. Gaan we thans over tot de in het vraagstuk gegeyene 
vergelijking, dan vindt men door aan z achtereenvolgens de 
waarden 1, 2, 3 .... te geven, dat het aantal oplossingen K 
bepaald wordt door de formule 

N = ^ (n — 5) 4- 0 (n — 10) -I- 0 (n — 15) -f enz. . . . 2) , 
welke reeks in het tweede lid zoo ver moet worden voortgezet , 
totdat het argument van 0 kleiner wordt dan 5. Hierbij treden 
ook weer twee uitzonderingsgevallen op. Is n = 6m -\- 6 ^ dan 
is n ~ D een zesvoud en moet de verkregen N met een ver- 
minderd worden. Is n = 5m, dan eindigt de reeks met ^(5) 
en moet X met een vermeerderd worden. Voor een geval als 
n = 35 heffen deze beide bewerkingen elkaar op. 

5. We hebben nu nog de reeks 2) te sommeeren. 

Is (p(ni) ~ a, dan is <p{m — a -\- l j behalve als m een 
zesYuud is, waut dan blyft ^ + 5) = a. De reeks voor !N 
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is dus de rij der natuurljjke getallen in afdalenden zin, waarbij 
om de vijf cijfers een cijfer herhaald wordt. 
Voor n= 1278 is 

N = ^ (1273) + ^ (1268) + ^ (1263) + enz. 
Bit geeft 

N = 212 + 211 + 210+ 209 + 208 + 208 -h . . , 

Ken daalt dus iMMilang af, totdat n — bi een SMBYond is; dan 

18 ^(» — 5*3 het eerste dubbel voorkomende getal. 

Toor n = 1278 is dus N = (212 + 211 -{- 2 + 1) + 

218 208 + 3 

(208 + 203 + 8 + 3) = — .212 + . 42=27009. 

AAHUKEiKa. 1. Uit de oplossing van den heer Havtbl 
▼olgt Toor fi = 1278 eyeneens N = ^ (n' — 10» + 86) = 27009. 



VraagBtuk XL. 

Als E(af) het grootste geheele positiere getal beteekent, dat niet 
meer dan * bedraagt, dan gekit voor geheele positieve 0 de formule 

Men Tiaagt dit te bewijsen. (W. IiCamtbl)« 

Opgelost door W. Mantel, A. A. NgLAim en P. de Caxs 

PBMTIER WiLDBRVANCK JR. 

Oplossing «Of» W. ICavtbl. 

"Wij onderscheiden de gevallen: a = ü/i, a = 6» + l, a = 6« + 2, 
a = 6«+3, O = 6n + 4 en a = 6n + 5. 

Qei>QX « a> 6». Het eerste lid der voorgestelde formule is 
8it + (3« — 2) + (3n — 3) + (8» - 5) + (3» — 6) + . . . + 8 + 1. 
De termen twee aan twee samen nemende vinden we 
(6tt — 2) + (6» — 8) + (6« — 14) + . . . + 4. 

. Wij hebben nu een rekenkundige reeks van » termen, 
kregen en vinden daaralt de som 

3a«+» = -^. 

Qeval O = 6« + 1. Het eerste lid der voorgestelde formule is 

3n + (3n — l) + (3« — 3) + (3» — 4) + .,. + 3 + 2. 
▼uB. Opo., dl VI. 6 
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De termen twee aan twee earaen neineade vinden we 

(6n — 1) + (6n — 7) + . . . + 5. 

Wg hebben nu een rekenkundige reeks Tan n termen Ter- 
kregen en Tinden daaruit de som 

-H 2a — 8 



Bn^ + 2n = 



12 



In de volgende gevallen vinden wij achtereenvolgens voor 
de som 

g» + 2a + 4 g» -|- 2a — 3 g« -f- 2a g» + 2a + 1 
12 ' 12 ' 12 ' 12 * 

Keemt men in alle geTallen de formule aan, die de grootste 

a'^ -f- 2a -i 1 

waarde opleTert, namelgk , dan heeft men de grootste 

fout in het tweede en vierde geval en deze fout is y\ , dus 
minder dan de eenheid; door voorvoeging van het teeken E 
wordt dus de fout verwijderd. 



Vraagstuk XU. 

Op een Tlakke kromme, die haar holle zijde Toortduiend naar 
een zelfde punt P gekeerd houdt , beweegt zich aan de andere zijde 
een stoffelijk punt onder iavloed Tan een willèkeuii^ kracht, alleen 
afhangende van de plaats Tan het bewegende punt. De wrijving»' 
coëfficiënt / tusschen het pnnt en de kromme is gegeven. Gevraagd 
de punten te bepalen , waar het bewegende punt geen drukking op 
de kromme uitoefent, en de voorwaarde , waaronder het punt aldaar 
de kromme verlaten zal. 

In het bijzonder neme men aan , dat de genoemde kracht de 
zwaartekracht is en dat de kromme een boog van een cirkel of 
van een cycloïde met horizontale basis is , beide met de holle zijde 
naar de aarde gekeerd. (Dr. F. Molenbroek). 

Opgelost door Dr. P. Molenbroek eu M. H. Spruyt. 

Oplossing van Dr. P. Molenbroek. 

1. Zij K de kracht, v de snelheid, ^ de scherpe of stompe 
hoek tusschen deze. Nemen wij een vast punt Q op de kromme 
en rekenen wij van liier af den boog in willekeurige richting. 
Zg de lengte van een boogelement, W de wryving, M de 
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massa van iiet punt, dan levert het beginsel van de levende 
kracht 

d (iMr-^) = (K Cos ^ — W) ds. 

Verder is, als D de normale drukking is, die het punt van 
de kromme ondervindt, 

W = fD 

en, als p de lengte yan den kromtestraal der kromme in het 
beschouwde punt is, 

E Sin ^ — D = — . 

Hieruit nn volgt de lineaire differentiaalyergdlijking 

— -Mï;=» = 2K(Co8ó — /^Sinó). . . 1). 

Stelt men 

— =S, 2K(Co8^ — /'8in^) = S,, 
P 

dan 2ijn 8 en S, uitsluitend functies van s. De algemeene 
integraal ia 

M»* = / (OH-/S,tf ds). 

Hierin kan de integratie gedeeltelijk worden nitgeyoerd. 
Noemt men r den hoek , dien de raaklijn gerekend in de rioh- 
ting, waarin « gesteld wordt, yormt met een yaste as , als men 
dien hoek yan deze laatste uit beschreven denkt in een richting 
oyereenstemmende met die, yolgens wélke van Q uit de boog 
9 doorloopen wordt, dan is 

^ = dr. d. i. lSd8 = 2fT, 
P ^ 

zoodat de integraal wordt 

yLv^ = « [CH-2 ||oK(Co8 0 — /'Sin^)e dr] . . 2). 
De drukking nu wordt nul onder de voorwaarde 

Sin ^ — « [C + 2 fpK (Cos 0 — /" Sin 0) « dr] = 0 ..3). 
Verder zal het punt de kromme verlaten onder de voorwaarde 

rfKSin^<rf— , of d(— — KSin <b\ > 0. 

P \ P I 

Met behulp van 2) kan Kv* hieruit yerwgderd worden. 

6» 
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2. Weemt men aan, dat de zwaartekracht werkt, en telt 
men s van het hoogste punt der kromme af in de richting der 
beweging , trekt men bovendien de bovengenoemde as ter 
bepaling van r horizontaal door P en gericht naar die zijde , 
waarheen ook de beweging van het punt op de kromme gericht 

ifl, daa — T aU men E door G Temogt , gaan 2) 

en 8) das over in 

Mv> = ê^\G + 2Ö /p (Sin r — ƒ Coe r) «~ ^'ilr] i . . 4), 

CoB r = e^^\c + 2G jp (Sin t — / Cob r) e~ ^^^dr] ... 5). 

Als de kromme een drkel is , dan is p = a. ICet ket oog 
op de betrekkingen 

— 2/r 

/r Cosr<lr= ^^-^ (Sinr — 2^Cost), 

ƒ« ^8inrdr = --^^^~^(C0ST+ 2/8inr) 

vindt men in dit geval 

M«» = O^^' - 7^^, [{1 - 2 ƒ«) Cos r 4- 8f Sin r] . . 6), 

C(l + 4/^« =8Ga(CoaT+2/SinT) 7). 

Yoor de oyeloide is p a 4a Cos r; derhalve 

Uv" = Ge^^"^ -I- 2Ga - [(1 - D Cos 2r +2/Sin2r]..8), 

1 "T* ƒ 

4Ga (Cos 2r + /Sin 2t) = C (1 + 9). 

De constanten C kunnen uit een gegeven bewegingstoestand 
met behulp van 6) en 8) bepaald worden. Is de snelheid 
in het hoogste punt, dan vindt men in de twee gevallen 

1 — 2n 

C = Mfo" 4- 2Ga ' 



C = Mi^'-4Ga 



1 -I- 4/ » » 



Zoodat nu volgens 7) en 9) do punten , waar de drukking nul 
is, bepaald worden door de vergelijkingen 

(l + 4/«) so' + 2i^ (1 - 2n = 3^ai'"*"^70oa r + 2/'Sin r), 
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(1 -h V - ^9f^r = ^9(^ ^^\Cw 2t + /Sin 2r). 
Hieruit Yolgt, dat de snelheid aan de Toorwaarden 

gebonden is, opdat in het algemeen een beweging op de krommen 
tot stand komt. 

Aanmerking. Ten onrechte geefl Schëll , Theorie der Bern* 
gung und der KrSfte, 2^ Aufl., Bd 1, p. S92 op, dat in het 
beschouwde geval het beginsel van de levende kracht geen 
resultaten geeft. 

Vraagstuk XLIL 

Richt men naar dezelfde zijde op de drie zijvlakken DBC, DCA, 
DAfi van een viervlak loodlijnen op , die met c vermenigvuldigd 
het oppervhk van elk zijvlak opleveren, waardoor DA', DB', DC 
veikxegen worden , dan zal de lijn, die D verbindt met het zwaarte- 
punt Z van driehodk; A'B'C', loodrecht stsan op het vlak van drie- 

c 

hoek ABC en tot lengte hebben —-maal het oppervlak van driehoek 

ABC. Hen vraagt het bewgs. (Dr. P. Molenbroek). 

Opgelost dfior Mej. C. H. de Haas, Mej. A. G. WgiHOir, 
T. J. Allbrsma, F. F. liEUFKN, W. BfANTBL, Dr. P. Molenbroek, 
A. A. Nqland, Dr. N. Quint, W. H. L. Janssen van Raay, 
Dr. C. Stolp, Dr. J. de Vries en F. de Carpbntier Wilder- 
VANCK Jr. 

Oplossingen. 

I. Het vraagstuk ligt oniuiddellgk opgesloten in de quater» 
nionen-identiteit 

VOy + 7» 4- «i3) = Yj37 + Yya + Yafi . . . . 1), 
als men deze sohrijft in den vorm 

T V Oy + 7« + U V + 7» + a^) = T V/SrTTYjSy + ena. 
Want als men BA = «, DB « 0, DC » y stelt, dan is 

TV(j3y4-7a + ai3) = TV(/3 — a) (7 - a) = 2 A ABC 
en UY (fiy -i- ya a^) is de eenheidsvector loodrecht op het 

▼lak van A ABC. Dus Y (jSy + + a0) is een loodlgn op 

het vlak van A ABC , welker lengte met c vermenigvuldigd 
het oppervlak van A ABC oplevert. Yerder stelt het tweede 
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lid Tan 1) het drievoad Yan de Ign voor, uit D getrokken 
naar het zwaartepunt van den driehoek door de eindpunten 
van de yectoren Y/Sy « DA', Yytr = DB', YajS = DC' gevormd. 

(P. M.) 

II; In yerband met de bekende eigenschap (Kbllakd and 
Tait , IntroductUm to Quatemions , p. 2G) , dat de vector uit 
een punt D naar het zwaartepunt van eenigc punten A', B', C' 
getrokken het gemiddelde is van de vectoren naar de punten 
zelve, yolgt de Btelling onmiddellgk uit het theorema van 
Yraagstuk 81 van deel Y der Wiskundige Opgaven, De vector 
DZ ia een derde van de resultante van DA', DB', DC' en dus 
ook Yan de loodrecht op het ylak ABC gerichte as, die het 
moment van het in dit vlak gelegen koppel aangeeft (N.Q.) 

III. Laat men uit een punt P binnen een yiervlak ABGD 
loodlynen neer op de zgvlakken en neemt men op deze lood- 
Ignen stukken PA', PB', PC', PIX, die e-maal genomen de 
oppervlakken van de zgvkkken opleveren, dan is P het 
zwaartepunt van het viervlak A'B'C'D'. Ook uit deze stelling , 
die nauw met Yraagstuk 81 van deel Y samenhangt, is een 
eenvoudig bewgs van de stelling af te leiden. (O* S.) 

Vraagstuk XLIII. 

Gegeven in een plat vlak twee rechtstreeks gelijkvormige figuren , 
waarvan AB en A,B, homologe lijnen voorstellen. Men trekt B,B^ 
gelijk en evenwijdit^ aan BA , vereenigt A, met B, en Ile'icliouwt 
AB en A,Bj als homologe lijnen van een nieuw i»;iar rcclitstreeks 
gelijkvormige figuren. Te bewijzen , dat het punt der eerste figuur 
met het punt A in de tweede overeenkomende het gelijkvormig- 
heidspunt der oorspronkelijke figuren is. (Dr. P. Molenbroek). 

Opgelost (foor Mej. C. H. de Haas, Mej. A, G. Wijthofk, 
T. J. Allersma, W. Mantel, Dr. P. Molenbroek, A. A. Nijland, 
Dr. N, QuiNT , H. de Vries en P. de Carpenïier \\ ildervanck Jr. 

Oplossingen. 
L Is P (Hg. 23) het gelijkvormigheidspunt van de figuren 
(AB) en (A,B,)j dan zijn de driehoeken PAB en rA,B, recht- 
streeks gelijkvormig. Hieruit volgen de betrekkingen 

PA^ _ PB^ _ AB 
pI; ~ PB, ~ A,B/ 
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2iAPB=ZA,PB, , ^pab=2:pa,b, ,2:APA,=^BPB,=^B2B,A,. 

TJit deze leest men af, dat ook de driehoeken APA, en 
B,B,A, reclitstreeks gelijkvormig zijn. Want de hoeken in 
P en B, zijn gelijk en de zijden om die hoeken evenredig, 
Hiemit volgt dan veer de gelijkhdd der boeken AA,P en 
£2A,B, en ook die van AA,B, en PA,B, , d. L van PAB en 
AAjB,. Wijl nu in de driehoeken APB en A|AB^ ten alotte 
de hoeken in A en A, gelijk en de zijden om die hoeken 
evenredig zijn , zijn deze driehoeken rechtotreeks gelijkvormig 
en vormen A, A| twee overkomstige punten in de figuren (AB) 
en (A,BJ , wat te bewgzen waa. (T. J. A., O. H. d. H., 

A. A. N., N. Q., P. D. C. W.) 

II. Is P het gelijkvormigheidspant der figuren (AB) en 
(A,B,), dan is te bewijzeu , dat de driehoeken PAB en AA, Ba 
rechtstreeks gelijkvormig zijn. 

Noem q de verbonding A,B, : AB, opgevat als qnaternion. 
Dan is, omdat P geltjkvormigheidspunt is, ook PA| ss^PA, 
PB, =r qPB en derhalve 

A,B, = A,B, — AB = — 1) AB , 
AA, = AP — A,P = — 1) PA. 

Dus worden de zyden van driehoek AAjB, uit die van drie- 
hoek PAB gevonden door vermenigvuldiging met q — 1 , 
waaruit de gelgkvormigbeid- blykt. (W. M.^ P. M.) 

Vraagstuk XLIV. 

Gegeven twee driehoeken ABC en A'B'C'. Te bewijzen , dat 
er 153 paren van richtingen ft, v bestaan , die dc eigenschap hebben, 
dat de vierde harmonische straal door A getrokken tot de richtingen 
van p, V en B'C', die door B getrokken tot /-t, v en CA' en die 
door C getrokken tot , v en A'B' door één punt gaan, terwijl 
hetzelfde het geval is met de drie \ierde harmonische stralen door 
A', B', C' getrokken tot v, BC), O*, v, CA), v, AB). 

(Dr. P. Molenbroek.) 

Opgelost (iaifr Dr. P. Molenbroek. 
Oplossing. 

We nemen den driehoek ABC tot cnördinatendriehoek aan en 
stellen de zjjden BC, CA, AB dus doora;, =0, ^r^^O, x^ = 0 
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▼oor, Yerder duiden we door y = ««, + ^ + fia^ ~ O de Ijjn 
m liet oneindige aan en door y, = O, « O, y, = O, waarbg 
de indices 1,2,8 aan de eoSfficiSnten a, fr, e g«^angen worden, 
de hjnen B'CT, CA', A'B'. 
Btelt men nu ter bekorting 

^J» — M = «2 J ^«3 — <^3« = /^a > «^1 — «I* = Tl 1 

— 63C = «3 , ca, — c,a = j3| , 063 -- 0,6 = 7,i 

en geeft men door /n, , /t^ , /W3 en v, , , ^3 grootheden aan , 
die evenredig zijn met de coördinaten van de beide in de 
richtingen fx en v \n het onoindio^e liggende punten , — welke 
grootheden dan aan de vergelijking ij —■ O voldoen — , dan zijn 
«2 t2^,/i^v, — 7, (/i^vj + /U3V2)] +2:3 [2y^n^v^ — /3, {n^v^ + ^Vj)] =0 
en twee overeenkomstige vergelijkingen de vergelijkingen der 
drie vierde harmonische stralen door A , B , C. Dus is de voor- 
waarde, dat deze door een zelfde punt gaan 

+PriM»»a— ftO»iV,+/i,v,)][2a./M,w,--7,(fi3V,+/i,^ 

2. Door oplossing van de vergelijkingen y, = O , = O , ya =0 
naar vindt men 

A *i= Aiyi + A^y, + A^, , A = B, y, + B^y, + Bjy, , A'a=C,y, 4- C^, -f C,y„ 

ala men door A A|, B,-, C, (< = 1, 2, 3) den determinant 
der coëfficiënten h, c met zijn minoren aanduidt. Steltman 
nu door er/, /Sj', /3,S 7/, 7,' de grootheden voor, die men 
verkrijgt door in 1) de coëfficiënten a , 6 , c te vervangen door 
de overeenkomatige minoren B, C, dan vindt men de 
voorwaarde , waaronder de drie vierde harmonische stralen door 
A', B', C' door een zelfde punt gaan , door in de boven gevon- 
dene vergelijking «, /3, 7 van accenten te voorzien. Tusschen 
beide voorwaardevorgel ijkingen en «v, -f '^Va + fv, = 0 kan mon 
V, , , oliminceron. Volgens de bokonde regelen der elimi- 
natie is het resultaat van don achttienden graad in /u, , /tij, fx^. 
En wegens de symmetrie vindt men dezelfde vergelijking ter 
bepaling van , v,^, i/,. Dus zijn (/u, , fi^, /li,) en (p, , v.^, v,) 
twee asymptotenrichtingen eener kromme C** en zijn er 



18x17 
2 



» 153 paren van richtingen fi, v te vinden. 
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Vraagstuk XLV. 

Gevraagd de meetkundige plaats der punten , waarvan de som der 
a&tanden tot diie gegeven punten standvastig is. (Dr.P.H.SCHOUT£). 

Opgelost door Dr. P. H. Schoxitb m H. se Vkiss. 

Oplossing van Dr. P. H. Scuouie. 

Stellen we de oodrdinaten der drie gegeven punten door 
jPj, «i (t SS 1, 2, 3) Toor, dan sgn de afetanden di Tan een 
willékeurig pnnt a;, ƒ , z tot deze drie punten 

di = V(ar — -1- (y - yO' + («^ - ^lY- 
Noemen we nu voor de eenvoudigheid der notatie de gegeven 
8om dan wordt de meetkundige plaats gevonden door de 
vergelijking c?, -\- dj^ = rationaal te maken. Men bereikt 
dit doel door het gedurig product te nemen van de acht factoren 
dQ zt. iii ±. d^ ±L en vindt dan 

of 

Vervangen we d^ door a en laten we het somteeken dan op 
drie indices slaan, dan wordt dit 

_ 4s<i*«<^ + esrfi'tf/ + 4rrfiV/rf** — 

-4ii^2il*«-Sdi^/+10rf,V,'Vf|>)+2a^3Srfi*+2a^^ 

Dus is de gevraagde meetkundige plaats een oppervlak van 
den achtsten graad. Wgl de termen van den achtsten graad 
zich tot + + herleiden , heeft het met het vlak in 
het oneindige buiten den onbestaanbare cirkel, die op alle 
bollen ligt , geen enkel punt gemeen. 

Oplossing van H. de Yrieb. 

Zijn (a, O, 0), (— O, O, 0) en (6, c, 0) de drie gegeven 
punten en is 21 de som der afttanden, dan wordt de vergelij- 
king der meetkundige plaats gevonden door tusschen de ver- 
gelijkingen 

B= + — LjL! 1 ==0 

den parameter p te elimineeren. Want elk punt, dat aan den 
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bol S = O en het kwndratiscb omwenteliDgsoppervIak R = O 
gemeen is , voldoet aan de yraag. Zoo als men gemakkelijk 
inziet, is de uitkomgt van den achtsten graad in a;, ^. 

De doonnee van B en S is een ruimtekronime van den 
vierden graad en de eerste soort (bikwadratisefae ruimtekromme). 
Wyi men elk der drie gegeven punten tot middelpunt van 
een bol 8 = 0 aannemen kan, gaan er door elk pont van bet 
oppervlak O* drie zulke krommen. 

Aanmerking der redactie. De drie reeksen van bikwadra- 
tische krommen zjjn zoogenaamde cyclische ruimtekrommen 
(zie ia den Orondslag 6c) ; de eigenschappen van deze zijn 
cmtwikkeld door Darboux {Sur une classe remarquable de courbes 
ei de surfaces tdgébriques^ Paris, 1873, blz. 26). 

Vraagstuk XLVI. 

In een ruimte Rn met n afinetiDgen zijn ^ + 3) gdijkvoimige 
puntenreeksen gegeven. Te bewijzen, dat de door een vergelijking 
van den tweeden graad in de n coördinaten voorgestdde wezens 
R\_i, die door de overeenkomtige punten dezer punienreeksen 
bepaald worden, een stelsel vormen, waarvan er «(» + 3) door 
een punt gaan , 2« (« -j- z) — a een rechte aanraken , sn(n — 2) — -4 
een vlak aanraken, enz. (Dr. P. H. Scuoum) 

Opgelost door Dr. P. H. ScHOiras. 
Oplossing. 

1. We beechonwen eerst het geval » s= 2 en stellen door 
^^TTT ' Y.^—— (.= 1.2,^.4.5) 

de vijf gelijkvormige puntenreekaen voor. De vergelijking der 
reeks van kegelsneden is dan 

(1 +A)V, (1 + X)* , (1 +A)y, (1+A)x, (l-i-A)|r. 1 
(af,+A|,)», («,+A|,) (Sf,+An,), (y,+Ai|,)»,ar.+A5„Jf,+Ai,„ 1 
(a^+AI,)». K+AQ (y,-f A^,), (y,+Ai|,)», a^^XK,, y»+Aih, 1 
(^.i+A?,)», (y3+Xi,3), (//, 1X1,3)» , a:,+XC„ ys+An,, 1 ' 

ix,-\-\Q\ {x,-\-XQ (y,-\-Xr,,), (y,+A„,)^ x,-\-\^,, y.-hXm» 1 
(•^5^ -^^5)'» (^»+Ag (y^-hAii,), {y,+\ri,)\ a^^+A^,, y^+A»,,, 1 

waarbij het opmerking verdient , dat A in de eerste drie kolom* 
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men tot den 2^, in de vierde en vijfde kolom tot den 
graad en in de zesde kolom niet voorkomt. 

Schrijft men deze vergelijking in den vorm (a,x+ff,y4-03)(^)=0, 
dan blijkt, dat X in a,,, a„, a„ tot den B-^"", in 0,3, a„ tot 
den 7*» en in tot den 8^ graad voorkomt. En ontwikkelt 
men de voorwaarde 



a 



II 



a 



la 



a 



13 



a. 



21 



a 



22 



a 



»3i «ai 



'33 



1 
O 



= O , (atl = ait) , 



die uitdrukt , dat de rechte u^x + p,y + 1 = O de kegeWee 
aanraakt , in de gedaante (A,i/, + A^r, + A,)(») = O, dan vindt 
men, dat X in A3, tot den 12*«, in A„, i^, tot den IS^ en 
in A„, A,2, tot den H**™ graad opklimt. De reeks kegel- 
sneden is dus hierdoor gekenmerkt, dat er 8 door een gegeven 
punt gaan en 14 een gegeven rechte aanraken. Naar deze 
karakteristieken stollen we ze door het symbool (8 , 14) voor. 

2. Gkan we nu tot het geval n = 3 over, dan hebben we 
met een determinant A te doen, bg welke X in de eerstozes 
kolommen tot den 2*«», in de drie volgende kolommen tot den 
l''^'* graad en in de laatste kolom niet voorkomt. 

Schrijft men de vergelgking A = O weer in den vorm 
+ a^T + a^y -f o,)(^ = O, dan bljkt dat de codfficifint a« 
in A van den IS*»*», 14«»e° of 15'»«'» graad is, naarmate * en l geen 
van beide , een van beide of beide 4 zgn. Yerder hebben we 
dan met de voorwaardevergelijkiogen 



«24 «'l 



a 



'34 



O,, a„ a,a a,^ u^ 

"ai «23 



«01 

«41 

U2 



33 



'42 



":,3 



a 



44 



tt. 
1 1 



1 O O 
1 0 0 



= 0, 



«II «13 «.3 «14 ^\ 



a»a «88 «2« 

«ai «»i «38 «84 •''i 



a 



41 



'^43 f»43 «44 1 



1 O 



= 0, 



te doen, die achtereenvolgens uitdrukken, dat het kwadratisch 
oppervlak A = 0 de snijlijn der vlakken «0, 
u X -I- r ;/ -f w^z + 1 = O en het vlak u^x ^- i\y ir^z 1 = O 
aanraakt (vergelijk Salmon, Geametry of three dhnensions, 
4"' cdition, p. 58, 59). Ontwikkelen we de eerste, dan bljikt, 
dat o.a. de minor (a^a^ — 1^4)', waarmee (i*,*^ — ver- 
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van ScuuBERT voor het aantal è der in twee 



menigvuldigd is , tot den hoogsteii graad 28 in A opklimt. En 
bij den tweeden is dit o.a. het geval met den determinant yan 
den derden graad , waarmee t/,^ vermenigvuldigd is , die in X 
tot den 41"*** graad opklimt. Derhalve hebben we hier met 
de reeks (15, 28, 41) van kwadratische oppervlakken te doen. 

3. Het bovenstaande kan doen zion, hoo men tot het alge- 
meene geval besluit. We vinden diui een determinant A van 
den graad ^ (n -f- 1) + 2), waarvan achtereenvulgcns 
n en 1 kolommen in A van do graden 2, 1,0 zijn. Dus is 
de vergelijking ^ = O in A van den 2 . ^« (n -f 1) -f 1 . « -f 0.1 
of n (n + 2/^' " graad en gaan er v (« -f 2) wezens 11" door een 
gegeven {lunt. En verder hebben we met n — 1 voorwaarde- 
vergelijkingen te doen , die achtereenvolgens in A van de graden 
n (» + 2), » (« -f 2) 4- [n (« + 2) — 2j, w (« + 2) -j- 2 [« (w + 2) - 2], 
enz. zyn. 

Aanmerkinobv. L In het geval » = 3 geven de formules 
Sy 2i| S 
8p= II +281 

reohte Ignen ontaardende kegelsneden 20 en voor het aantal i| 
der in twee pnnten ontaardende kegelsneden 2. Terwfjl yoor 
de laateten hier de dubbel getelde lijn in bet oneindige in de 
plaats treedt , zijn de 20 ontaardingen in twee rechten werke- 
lyk voorhanden. Wnnt hij elk drietal der vijf gelijkvormige 
puntenreeksen gebeurt het tweemaal (behalve in het oneindige), 
dat drie overeenkomstige punten coUineair zgn. Dit blijkt nl. 
hieruit, dat de vergel^king 

^1 + ) yi + , 1 

+ A^2 j y-i 4- Al?» , 1 
«a + A^3 , y« + Aii, , 1 
in X van den tweeden graad is. 

II. Langs denzelfden weg vindt men voor n = 3 , dat de 
reeks kwadratische oppervlakken behalve het dubbelvlak in het 
oneindige 54 kegels bevat. Evenzoo bij do reeks (24, 46, 
68 , 90) der kwadratische ruimten in de ruimte met vier diraen> 
nies, dat er 112 kegelruimten zgn, in het algemeen dat er 

(n + 3) kegelruimten zijn. 

III. Vervangt men de gelijkvormige puntenreeksen door 
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projectieve puntenreekseu , dan treden voor de gegeven 
getallen achtereenvolgens 

« (n + 3) , 2« (« + 3) , 3n (n -F 3) , (n + 3) 

in de plaats cn vindt men f» (n + 1} (n + 3) in plaats van 
ft^ (ft + 3) kegelriiimten. 

Vraagstuk XLVII. 

Te bewijzen , dat een regelmatige achtcel der ruimte R4 zich 
volgens een regelmatig achtvlak snijden en volgens een rhomben- 
dodekaeder projecteeren laat. (Dr. F. H. Schoute). 

Opgelost dffor Dr. P. H. Schootx. 

Oplossing. 

1. Inleiding. Een kubus wordt door een vlak loodrecht 
op het midden van een der liohaamsdiagonalen Yolgens een 
regeimatigen zeshoek gesneden en loodrecht op dit vlak als 
een regelmatige zeshoek geprojeeteerd. Van deze stolling ie 
het bovenstaande een uitbreiding op de ruimte B.^, Een voor- 
afgaande herhaling van het bekende bewgs dezer stelling maakt 
het volgende duidelgker. 

2. Meetktodig BBWIJ8 7AN Hl» BBRSTE DEEL. Men verkr^gt 
de teekening van een regelmatige achtcel (fig. 24) door van 
een kubus uit te gaan, deze een evenwijdige verplaatsing te 
geven en de overeenkomstige hoekpunten te verbinden. Be- 
schouwen we nu de ruimte , die de celdiagonaal AB loodrecht 
middendoordeelt , als de meetkundige plaats der punten , die 
evenver van A en B verwijderd zijn , dan blijkt onmiddellijk , 
dat de hoekpunten P, , P,, P3, P^, P.^, P^, die noch met A 
noch met B door ribben verbonden zijn , van A en B denzelfden 
afstand aY2 hebben cn dus tot de ruimte bohooron. Deze 
zes punten vormen de zes hoekpunten van een regelmatig 
achtvlak. Want PjP.^P^ is de gelijkzijdige driehoek, die ont- 
staat als men in den kubus AO de andere uiteinden der in C 
samenkomende ribben verbindt , waaruit dan blijkt dat de zes 
hoekpunten de hoekpunten zijn van acht gelijke gelijkzijdige 
driehoeken, die in vier paar evenwijdige vlakken liggen, enz. 

8. Mebtkundio bewijs van het tweede deel. Bij het 
projeeteeien van de achtcel in de richting AB op de ruimte 
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leTeren de beide yiertallen Tao in A en m B Bamenkomende 
kuben deselfde projectie op ^n wordt het begrensend oppervlak 
yan deze projectie govonnd door de projectie Tan de twaalf 
syvlakken der achtoel, die noch door A nooh door B gaan. 
Yan elk aeheefhoekig parallelopipednm, dat de projectie is 
yan een der acht begrensende knben, komen dan diie zgvlakken 
in het inwendige van het projectielichaam, in het midden 
O van AB samen, terwgl de andere drie deel uitmaken van 
het begrenzend oppervlak. Wijl de achtcel 16 hoekpunten 
heeft en A en B zich in het middelpunt O projecteeren , moet 
het projectielichaam 14 hoekpunten tellen. Deze zgn echter 
niet alle van dezelfde soort. Eerst onderscheidt men de zes 
hoekpunten Tan het boven geTonden achtvlak, die hun eigen 
projectie zgn. Ten tweede zjjn de acht andere hoekpunten 
afkomstig Tan de hoekpunten der cel , die of met A of met B 
door een ribbe zijn Terbonden. We laten het bewgs, dat deze 
acht punten de hoekpunten van een kubus vormen, eenvoudig- 
heidshal ve achterwege. Eveneens dat, waaruit blykt , dat de zes 
hoekpunten Tan het achtvlak en de acht hoekpunten van dit 
zesvlak gezamenlgk de 14 hoekpunten van een rhomben-dode* 
kaeder uitmaken. 

Teekent men in oen afbeelding van het rhomben-dodekaeder 
(fig. 25) de vier kubusdiagonalen en brengt men door deze 
twee aan twee vlakken aan , dan blijkt werkelijk , dat dit 
lichaam op twee verschillende wijzen de vereeniging is Tan 
Tier gelijke scheefhoekige parallelopipeda. 

4. Stelkundig bewijs. Neemt men de Tier driedimensionale 
ruimten door O eTenwijdig met de paren Tan begrenzende 
kuben tot coördinatenruimten aan, dan Terkrjjgt men de een- 
Toudigste coordinatenToorstelliog Tan de achtcel. De coördi- 
naten der 16 hoekpunten zgn dan door de Tergelgkingen 

gegeven , als a de lengte der ribben Toorstelt. 
Het behulp Tan de orthogonale transformatie 

2yi = a^i -\- -\- 
2!/., = ar, 4- x.^ — ar, — a?4 

2^3 = ^1 — -^2 + — ^4 

2^4 = ar, — x.^ — .r, \- 

wordt de achtcel loodrecht op vier harer celdiagoualea gesteld. 
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Sclrrijft men b voor — a in de plaats , dan zijn de waarden 
van de dubbele coördinaten 2j/| , 2^,, 2yt, 2^^ der zestien hoek- 
punten door het schema 



++++ 


2a, 


0, 


0, 


0 


+ + 


0, 


2a, 


0,0 








+ 




b, 


ft, 


a 












+ — + — 


0, 


0 , 


2a, 0 


1 








ft, 


ft, 


a, 


b 
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+ + 


0, 


0 , 


0 , 2a 
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4- 






6, 




6, 
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+ - + + 


a, 






a 


. \. 4 

1 


0, 


0 , 


0 , 2b 












ft, 


ft, 


b 


-f + -4- 


a, 


a, 




a 




0, 


0 , 


2b, 0 


















+ + + — 


«1 


«1 




b 


1 +4- 


0, 


2b, 


0,0 










2^ 


0, 


0, 


0. 



In dit schema sgn de zes punten van het middelste gedeelte 
de hoekpunten der doorsnee met de ruimte y, » 0. En terwijl 
het eerste en hiatste punt moh in O projecteeren, vormen de 
andere acht in projectie op » O de acht hoelcpunten van 
een kuhus. 

AANMBRKiira. Omtrent yerdere ontwikkelingen vergelijke 
men mijn opstel „Kegelmassige Schnitte und Projectionen des 
Achtzelles und des Sechszehnzelles im yierdimeusionalen 
Raume" (Verhandelingen der Kon, Akad, van Amaierdam, 
eerste sectie , deel II , N^. 2). 

Vraagstuk XLVIII. 

Van twee kwadratische kegels, die het horizontale vlak volgens 
dikels snijden , heeft de doorsnee tot verticale projectie een kromme 
met symmetrieas , tot horizontale projectie een kromme C* met 
symmetrieas en tot derde projectie eea kegdsnee. Te onderzoeken, 
welke bijzonderheid deze kegjeüa voloonen en hoe zij met betrekking 
tot elkaar geplaatst zijn. (H. de Vries.) 

Opgelost dcffr H. de Vries. 

Oplossing. 

1. Wil de derde projectie een kegelsnee zijn, dan moet het 
oneindig ver gelden punt van de x-sls een kegelpunt van de 
doorsnee zijn en dus met betrekking tot de beide kegels het- 
zelfde poolvlak hebben. Hieruit volgt, dat de verbindingslijn 
van de middelpunten M, en M, der grondcirkels evenwijdig 
aan de y-as zijn moet en de vlakken door deze Ign m en elk 
der toppen T, en moeten samenvallen. 

Wil de horizontale projectie een kromme zgn , dan moet 
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het oneindig ver gelegen punt der ^-as op de doorsnee liggen ; 
de lijnen door T, en Ta evenwijdig aan de z-fis liggen dan op 
de kegels en dus de horizontale projecties en der toppen 
T, en Tl op de grondcirkels. Bij dezen nog alg^eenen stand 
heeft de kromme C, geen symmetrieas. Nemen we nn echter 
aan, dat de projecties der toppen op de verbindingsljlii m der 
middelpunten M, en liggen, — waarbQ elk dezer punten 
dan nog twee standen innemen kan — , dan is niet idleen 
aan het yerlangde met betrekking tot de hon'zontnle projectie, 
maar ook aan den de verticale projectie gestelde eisch voldaan. 

2. Nu de Biand der beide kegels met betrekking tot elkaar 
voldoende aangewezen is, kunnen we enkele bijzonderheden 
der doorengdingakromme aanwgzen. Zg heeft in de richting 
der «-aa een pnnt in het oneindige met in het oneindige 
gelegen raaklyn , de snglijn van het vlak jf O met het vlak 
in het oneindige ; dus heeft de kromme een parabolische tak. 
Yerder heeft de horizontale projectie een in de richting der 
fl>aB in het oneindige gelegen buigpunt en angdt de asymptoot 
evenwijdig aan de a;-as de kromme du8 verder niet. 

De horizontale projectie der kromme is de meetkundige 
plaatB van het sngpunt P (fig. 26) der koorden AQ en BR, 
die door de vaste punten A en B gaan en de cirkels verder in 
twee op een door C gaande rechte gelegen punten Q en R snijden. 

Vraagstuk XLIX. 

Een kegelsnee is bepaald door vier punten A , B , C , D en de 
raaklijn d in D. De drie zijden van driehoek ABC bepalen met d 
een volledige vierzij , waarvan de drie diagonaalpunten P , Q , R 
met D verbonden worden. Te bewijzen, dat de snijpunten (DP, QR), 
(DQ, RP), (DR, PQ) op de kegelsnee liggen. (H. de Vries.) 

Opgelost door Mej. A. G. Wqthoff, T. J. Allersma, 
F. F. Leufek, H. DB Vkies en Dr. J. de Vniiffi. 

Oplossing van Dr. J. de Vries, 

De stralenbundels, die dc punten der kegelsnee uit A cn D 
projecteeren, zgn projectiet. We zoeken nu den straal uit A, 
die met den straal DP uit P overeenkomt. Daarb\j duiden we 
de snijpunten van d met BC, GA, AB door j3, y en het 
punt (DP, BO) door ^ aan. 
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Nu is (fig. 27) de (lubbelverhouding D (BCDP) = (BCa^. 
Boor projectie uit P op d vinden we (BC«^) — (PyaD) en door 
omwisseling (jSyaD) = {yfiDa). Vereeniging met A geeft dan 
(7j3T)«) — A (BCDa). Als we de uitkomsten verbinden , is dus 
D (BCDP) = A (BCDa). Derhalve is het snijpunt vao DP en 
Aa of DP en QE een punt der kegelanee, enz. 



Vraagstuk !#. 

Gegeven de kegèlsnee en twee vaste raaklijnen en dj^. 
Een willekeurige raaklijn a snijdt i/| en in de punten P, en P,. 
Gevraagd bij a een tweede raaklijn d te construeeren , die d, en in 
punten P', en P'. snijdt, voldoende aan de voorwaarde F|P', = P^P's* 
Te bewijzen, dat bij iedere raaklijn a twee raaklijnen b b' 
behooren en, als a achtereenvolgens met al de raaklijnen van de 
kegelsnee K* samenvalt, de meetkundige plaatsen te bepalen van de 
hoekpunten van den dridiodL door de raakUjnen b^ V gevormd. 

(H. DE Vries.) 

Opgelost door F. F. Ledpen, Dr. P. H. Scroute, H. de 
Vrus en Dr. J. de Vries. 

Oplossing van Dr. P. H. Schoutb. 

1. Is O (fig. 28) het snijpunt van «/, en rf^ , 00,0;iOj een 
om K" beschreven parallelograra , zijn P, cn P.^ de snijpunten 
der willekeurig gegeven raukiijn « mot de vaste raaklijnen 
</, en d-i en stelt men 0,P, en O^Pi elk met het behoorlijk 
teeken aangedaan door ^ en tj voor, dan is = P de betrek- 
king , die er voor alle raaklijnen tusschen ^ cn »} bestaat. Dus 
vinden we voor ^' = tj en »j' = ^ een raaklijn h en voor 
5' = — »j , r>' = — ^ een tweede raaklijn />', die aan de voor- 
waarde van het vraagstuk voldoen. Zijn nl. P/, P/ en P,", P/' 
op overeenkumstige wijze de snijiiuiiten van h en h' met d^ en d^^ 
dan volgt uit het bovenstaande PiP/ = Pa 'Pa = n~K ©u even- 
zoo P,"P,=P/T3 + 

2. Duidt men 00, door p en OOj door q aan, dan zijn de 
vergelijkingen van a, 6' met betrekking tot d, en als 
assen achtereenvolgens 
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Das geeft eliminatie Tan C en q uit de betrekking ^t) = 
en twee der drie boTenstaande Tergelijkingen voor de meet- 
kundige plaats der hoekpunten van driehoek M' 

r,= ar — |> + y— g=0 

d. i. drie rechten. Yan deze is de eerste de poollijn van 0^ 
met betrekking tot K*, terwijl de anderen door O, gaan en de 
deellgnen sQn van boek Ofifi^, Dos yormen deze drie rechten 
een pooldriehoek van K'. 

Aanmerking. Omtrent bovenstaand vraagstuk vergelijke men 
Scuröteb's Vorlesungen über sifnthetische Geometrie Bd 2, § 12. 

(H. D. V.) 

Vraagstuk LI. 

De raaklijn p in een punt P van een vlakke kromme lijn snijdt 
de as OY van een rechthoekig coördinatenstelsel in A. Men vraagt : 

a) de vergelijking der kromme , voor welke OA evenredig is met 

de n'^' macht van de absris van P , 

b) het bewijs , dat de kromtestraal van P verkregen wordt door 
PA^ door nh te deelen, als ^ de afstand is van O tot /. 

(J, Neuberg.) 

Opgelost door Mej. A, G. Wijthoff, T. J, Allersma, A. A. 

NlJLAND , G. J. VAN DE VVeLL €n P. DE CaRPENTIER WiLDERVANK Jr. 

oplossing. 

a) Uit de vergelnking T — y = ^ (X — dr) der raaklgn 

dx 

p volgt OA = ƒ — X als men X nul stelt. Is nu OA even- 
redig met dan heeft meu met de differentiaalvergelijking 

dv 



Digitized by Google 



OP0ATEK. 50EN51. 99 

te doen. Deelen ve door dan Tinden we 

y h 
m n — 1 

en is de uitkomst 
k 

9= rap» + C» = 0, oi u-\-kxlostx-\-Öx^O, 

n — 1 » » 

naamate n ^ 1 , of n = 1 is. 

b) Vit 1) volgt door differentiatie r-^ = — tnas" - • = -r- . 

»*• ar 

Verder is PA» = ar» ^1 + , OA» = ^1 + DerhaWe 

18 de kromtestraal p als volgt te bepalen 



. ^^^tfj PA^ // Jy^ 

« . OA r V da?/ 



PA» 

Aanmerkingen. L Schrijft moa 1) in den vonn 



d« L itd; SS to»—^ da?, 

X 

dan heeft men met een lineaire differentiaalvergelijking van den 
eersten graad te doen en vindt men 



II. Men vergelijke Neüberg's verhandeling „Rayon do 
courbure de certaines courbes planes" (Buil. de VAc(«l. de 
Belgique^ 8'i« reeks, deel 25, blz. 381 en HS2), die ook aaii de 
Juni-aflevering van Mathesis ^ 1893 is toegevoegd. 

Vraagstuk Lil. 

Een kegelsnee K gaat door de punten A, B, C en wordt in P 
aangeraakt door de rechte p. De normale afstandscoürdinaten van 
P met betrekking tot driehoek ABC zijn ?, »j , de tangentieele 
normale afstandscoördinaten van / met betrekking tot driehoek ABC 
zijn a, jS, de straal van den om ABC beschreven cirkel is R. 
Men vvaagt: 

a) den kromtestiaal p van K in P in deze grootbeden nit te 
drukken, 

7* 
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ó) de meetkundige plaats van het krommingsmiddelpunt te 
vinden , als P zich over p verplaatst of p om P draait en K 
dienovereenkomstig verandert. (J. Neuberg.) 

Opgelost (ia&r T. J. Allersma £h J. Neuberg. 



Oplossing van J. Neuberg. 



1 . De sub a) bedoelde betrekking is p = — ~ R. Zü ia 

door den voorsteller van het Traagatnk aangewezen in zijn aan 

het einde der oplossing van het vorige vraagstuk aangehaalde 
verhandeling (blz. 384 in het midden). Doch reeds in 1890 
was door E. Cesuro een overeenkomstige nitdrukking gegeven 
(Mathesis, 1890, blz. 190). Ën zeer onlangs [Mathesis 1893, 
blz. 217) gaf hij het volgende elementaire bewijs der formule. 

Neemt men P tot oorsprong en p tot x-as van een recht- 
hoekig coördinatenstelsel aan, dan stelt x'^ 2Xxy + /<y' =2py 
een kegelsnee voor, die in P aanraakt en in het raakpunt 
een kromtestraal p heeft. De voorwaardevergelijkingen , die 
uitdrukken, dat deze kegelsnee door de punten A, T?, C met 
de coördinaten (x, , t/,), (r^, y ,) , {x^^ y,) gaat, geven na elimi- 
natie van A en fi onmiddellijk 



= 0, 



of 





1 


^1 








1 




y^ 






1 


^3 


y^ 





— X. 



2' ^2^2 y^' 



d. i. , als de inhoud van driehoek ABO door I(AfiG) is aangeduid , 

4/>yiy.l/3 I (ABC) = (^,^3 - x,y.^) (jr^y, - ^-.yg) ix^y^ — aSjjf,), 

= 8.1 (PBC) . I (PCA) . I (PAB) 
= . fc,, . = 41 (ABC) . li^riK. 

Wijl nu y, , y,^, y^ flo dnor , ft, y aangewezen afstanden 
zijn, is hiermee het gestelde bevve/en. 

2. Do volgende geheel meetkundige afleiding der sub a) 
bedoelde betrekking is door A. Gob op het in 1893 te Besan^on 
gebonden congres der fransche aseooiatie meegedeeld. 
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Zijn de driehoeken ABC en A'B'C' in een welfden cirkel 
beschreven, dan geldt de betrekking 

AB'C . BCA' . CA'B' . ABC = A'BC . B'CA . C'AB . A'B'C', 

waarin alle factoren inhouden van driehoeken voorstellen. Deze 
vergelijking wordt gemakkelijk bewezen met behulp van de 
bekende betrekking abc — 4111. die boven reeds werd aangewend. 

Projecteert men de voorgaande figuur, dan blijkt de gevonden 
betrokking ook te gelden voor twee driehoeken ABC, A'B'C' 
beHchreven in een ellips. Stelt nu (A , B'C') de loodlijn uit A 
op B'C' voor, (hm gaat zij na vereenvoudiging over in 

(A, B'C') . (B, CA') . (C, A'B') R 
(A', BC) . (B', CA) . (C, AB) K" 

waarin R en R' de stralen der om ABC en A'B'C beschreven 
cirkels aandniden. En vallen A', B', C' nn in een pnnt P 
samen, dan vindt men 

(A, p) . (B, p) . iC p) 

(P, BC) . (P, CA) . (P, AB) p 

d. i. de in het vraagstuk bedoelde betrekking. 

3. De vraag naar de meetkundige plaats van het bg P 
behoorende krommingsmiddelpuot w, als P de lynjv doorloopt, 
is door y. Jamet gesteld {Mathma, 1885, blz. 192) en door 
steller dezes opgelost (Ma^êsis, 1888, blz. 143). Zg volgt 
onmiddellgk oit de boven gevonden betrekking. Nemen we p 
tot x-M en een willekeurig punt O van p tot oorsprong aan 
en agn p) de coördinaten van o», dan gaat zg over in 

a^y . /> = R (5 Cos/tt, — jB,) (B Cos - pj (8 Cos /u, — p^) , 

als X Cos fji + IJ Sm — Pi = O {i — i j 2, 3) de vergelijkingen 
zijn van de zijden BC , CA, AB van driehoek ABC. Dus is 
de meetkundige plaats een kubische kromme , die door de 
snijpunten van p met dt^ zijden van driehoek AlUj gaat en de 
in die snijpunten op die zijden opgerichte loodlijnen tot asym- 
ptoten heeft. 

4. De vraag naar de meetkundige plaats van w , n\s p om P 
draait , is die naar de meetkundige plaats van w bij de kegel- 
sneden eens bundels in een der basispunten P. 

Legt men door P de rechthoekige assen PX en PY en 
maakt p met PX den hoek /u, dan vindt men 
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Door substitutie der waarden Tan y gaat de boven 

gevonden betrekking dus over in 

wat weer een kubisohe kromme yoorBtelc. 

5. De beide kubiacfae krommen komen punt voor punt met 
de elementen van een stelsel van enkelvoudige oneindigheid 
(punten van een Ign , lijnen door een punt) overeen en moeten 
dus rationaal sgn. Werkelijk heeft de eerste een keerpunt in 
bet oneindig ver gelegen punt der p-as en de tweede een 
geïsoleerd punt met naar de onbestaanbare cirkelpunten geriohte 
raaklijnen in P. 

Vraagstuk LUI. 

Twee eenbkdige hyperbololden H, en snijden elkaar rech^ 
hoekig volgens twee gegevene elkaar kruisende lijnen. Men vraagt; 

a) de meetkundige plaats der middelpunten M, en Mg, 

b) de constructie van , als M, gegeven is, 

c) wanneer M,M.2 een minimum wordt, 

d) te bewijzen, dat H, en Hj orthogonaal zijn, 

e) de meetkundige plaats der beschrijvende lijnen van H, en Hj, 
die loodrecht op de cirkeldoorsneden staan. 

(T. J. Allersma.) 

Opgelost door T. J. Allersma* 

Oplossing. 

1. Zijn AB en CD (fig. 29) de gegeven lijnen , is AC haar 
kortste afstand, O het midden van AC, OX evenwijdig aan 
AB, OY evenwijdig aan CD, dan nemen we O (X , Y, C) als 
coördinaatassen z aan. Daarbij stellen we dan AC =2c 

en hoek XOY = 2v. 

Voor de vergelijkingen van twee hyperboloïden door AB, CD 
vinden we dan 

en voor de voorwaarde, dat de raakvlakkken in het punt 
O, — c) loodreeht op elkaar staan 

(S,x' — 2 Q,c) (S/j' — 2 Q,c) 4- (£i,x' — P,c) (R^'- P^c) Sin»2v = 0. 
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W(jl dit Toor elke waarde Tan ^ moet gelden, willen de beide 
oppervlakken elkaar langs de geheele Ign A.B loodrecht snijden, 
heeft men 

S,Sa4-R,Ra8in«2v = 0 , 4Q,Q, + P,P, Sin*2v= Oi 
2 (Q, S, + Q,S, ) + (P, R, + P,R, ) Sin» 2v = O j * * " 
Evenzo-) geeft de voorwaarde der loodrechte snijding langs CD 
S,Sa+ QiQ2Sin2 2i; = 0 , 4R,R2 + P,P., Sin^2i;=0j 
2(R,S, + R,8,) + (P,Q, + P,Q,)Sin'2,. = Ü \ 
Is P, = O, dan volgt uit 2) düt een der Q's en verder uit 3) 
dat een der S's nul moet zijn, wat uitgesloten ia, wijl een 
der beide oppervlakken dan een hyperbol isdu^ paraboloïde zijn 
zou. Wij kunnen P, en P^ derhalve gelijk aan de eenheid 
nemen en vinden dan door oplossing van 2) en 3) 

2Q, = A: Sin 2v , 2R, = Z Sin 2v , 2S, = m Sin'» 2v, 
2ifcQa = — Sin 2v , = — Sin 2v , 2w82 = Sin» 2v , 
terwgl /, m dan nog voldoen moeten aan de betrekkingen 

(Ar/ — m) (ik + lm) » O , (Ir/ — w) (A-in + 4 » 0. 
Yoor ld — m = O stellen de yergelgkingen 1) twee paar ylak- 
ken Toor; dos vinden we ^ + = O en ib» + / » O, d. i. 
k = z^lt m = ±: 1. Derhalve worden de vergelijkingen der 
hyperboloïden verkregen in den vorm 

H,= (»»i:«ry8in»2ir— <?»)4-(«»:7:y«+«r±«y)/8in2y=0j 
H>=/(a*±«ySin»2v— c*)— («af^y«+ca:d:ey) Sin2f=0|" ^' 

In deae twee vergelijkingen moet men van de dubbele teekene 
6f overal het bovenste, 6f overal het onderste nemen. Dus 
vinden we twee verschillende stelsels van hyperboloïden door 
/ als veranderlik te beschouwen. Met iedere H| komt dan de 
bepaalde van hetselfde stelsel overeen. 

2. Gaan we thans tot een rechthoekig coördinatenstelsel 
over door met behoud van de «-as de deollijnen van hoek XOY 
tot nieuwe c'- en y'-as te kiezen, dan moeten we de trans- 
formatieformules 

« Sin 2v = fl^ Sin V — y' Cos v , y Sin 2» ^jp Sin v + y Cos v 

gebruiken. Met weglating der accenten vinden we dan 
H, = (x-^Sin%-y'Coa-'v)+ (^■' - c-') — 2/(j/eCo8 v - rxSin i.) = 0 ; 
H, =/(a?»Sin»i; — y'CosSO + ^(-''- c-O-h 2{yzOo9.v - cxSiniO=0 
H',= (x^Sin'v — y^CosSO— (e^-c^) — 2/(.>2; Sin v-cy Cos i,)=Oj 
H',=/(a-»Sin^v-y*C08S)-i(a*^-c*)+ 2(ea;Siai/— cy Cos ir)=or * ' 



T 



Digitized by Google 



104 WISKUNDIGE 

Hierbg stellen T eo T' de beide stelsels yoor. 

De middelpunten M,, M„ M',, M', deze oppervlakken zijn 

3. We kunnen thans tot de beantwoording der vijf vragen 
overgaan. 

d) . De meetkundige plaats der midpelpunten M, , M, is de 
as OX', die der middelpunten M', , M', de as OY'. 

6). Yerder is OM, . OM, = - - ' ^ , OM', . OM', = ^ 

Hieruit volgt een constructie van als M, gegeven is. Zij 
is in fig. 30 uitgevoerd. Op OY is een stuk üK = c afgezet; 
Door K is FG loodrecht op OY en tusschen OX' en OY' ge- 
trokken. Is nu M, op OX' (M', op OY') gegeven, zoo doet 
de halve cirkel M,0M3 (M',FM',), waarvan de middellijn M,M2 
(M'.M'a) langs OX' (OY') valt , het gevraagde punt (M'j) 
kennen. 

e) . Uit deze constructie blijkt terstond, dat I^J , M,^ en M', M', 
minimum zijn, als de middelpunten der cirkels in O vallenen 
M, en Ma, M', en M'a symmetrisch liggen ten opzichte van O. 
Dus is 

min.M,M, = 2.0ö = ^?^ , min. M'.M', = 2 . OF = 

Sin V ' Cos V 

d) . Door bet vlak Y'OZ naar M| te verschuiven en de y- 
en 0-assen een hoek ^ te laten draaien , vraarbij x Sin v , y , « 
door X Sin » — d, y Cos ^ — e Sin 0, y Sin ^ + « Cos ^ ver- 
vangen worden, kan men de vergelijking van H, van T in 
den vorm A«*-|- By ' + C«= D brengen. Hierbij vindt men 

Tg 2^= f^^,""' ; , A=SinS ^f, I -3in«y=i:l/Kl+CosM*+4/Cos«v} 

en dus B + C = A. Dus is 11, een orthogonale hyperboloïde 
en op dezelfde wijs blijkt, dat lij, H', , H'.^ deze eigenschap 
eveneens bezitten. De cirkeldoorsneden van het stelsel T zijn 
evenwijdig aan OX', die vau het stelsel T' zyn evenwydig 
aan OY'. 

e) . Keeren we tot het coördinatenstelsel O(X'Y'Z) terug, 
dan kunnen we de in vlakken door OX' gelegen cirkeldoor- 
sneden van H, beschouwen als de doorsneden van H, met den bol 

B = + y^* + 4- 2Ea; + 2Fy + mz + H = 0. 
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Liggen de cirkeldooraneden in de vlakkken |3^/^ 7^ = 0, 
/3V 4- 7'-^ = O, dftn zal men f zoo kunnen bepalen, dat H, -{-/"BssQ 
identisch ia met ifiy + 72) QS'y + 7'c) 0. Hiertoe is o.». 
noodig 

Sm='v+/-=0 , r-Co8^i.=/3^' , l+/"=77' , — 2/CüSi.=P7'+/3'7, 
waaruit volgt j3/3' = — 1. Stellen we nu /3 = 1 , /3' = — 1 , dan 

18 M = C08 v\V \ '±. l \ en worden de beschrijvende lijnen 
7 ï 

van H, , die loodrecht op de vlakken van cirkeldooranee staan , 
voorgesteld door 

z = yQobv\y\ -rl'-l\ , a:Sinv = cl — iiiKl-f/H ..5) 

«=yCo8w|Krr7»_il , *8inv=ct — IS:V^rT^i ..6). 

Door eliminatie Tan / uit de beide vergelijkingen 5) en uit 
de beide vergelijkingen 6) vinden we 

sry Sin 2v = it 2cz , xi'ïl%v = ± 

voor de vergelijkingen der meetkundige plaatsen van beide 

lijnenparen 

Voor vinden we dezelfde uitkomst, terwijl H', en H'a 
samen de meetkundige plaatsen 

»if Sin 2v = :b 2e9 , Cos v = :b eat 

opleveren. Dus bestaat de meetkundige plaats der beschrij- 
vende lijnen loodrecht op de cirkeldoorsneden uit zes hyper- 
bolische paraboloïden , die allen door twee der drie coördinaat- 
assen gaan en twee der coördinaatvlakken tot richtvlakken 
hebben. 

Aanmsrkino der redactie. Twee oppervlakken van den 
tweeden graad, die twee elkaar kruisende lijnen AB, CB 
gemeen hebben, snijden elkaar verder volgens twee lijnen p 
en 9, die op AB on CD rusten. In het punt P, dat p met 
AB gemeen heeft, hebben beide oppervlakken dan betzelfde 
raakvlak ir. Wijl de raakvlakken in P aan beide oppervlakken 
volgens de voorwaarden van het vraagstuk loodrecht op elkaar 
moeten staan , moet tt loodrecht staan op zich zelf en dus een 
dor beide cyclische vlakken zijn door AB, die den onbestaan- 
baron cirkel in het oneindige aanraken. 

Zijn a en j3 de beide cyclische vlakken door AB en 7 en S 
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de beide cyclische ylakken door CD, dan zijn en q de snjj- 
lijnon («7) en (j38) , of de snijlijnen (al) en (jSy). Hiermee 
staat in verband, dat er twee reeksen van oppervlakken Ten 
T', of (II, , H,) eu (H', , Ha) zijn. 

Vraagstuk LIV. 

(iegcvcn ccn kwadratisch oppervlak cn een vlak Gevraagd 
de meetkundige plaats van het punt P in de ruimte , waarvoor 
twee der zes door dit punt gaande normalen haar voetpunten in a 
hebben, en het aantal malen, dat deze twee normalen samenvallen. 

(J. Cardinaal.) 
Opgelost door J. Cardinaal €n W. Mantel, 

Oplossing van J. Cardinaal. 

1. De normalen in de punten van de kegelsnee volgens 
welke a het oppervlak 0*^ snijdt, op O- opgericht vormen een 
regelvlak , waaraan Mannheim den naam „norinalit^'" gegeven 
heeft. Wijl de dnhholkrornme van dit nornialenregelvlak klaar- 
blijkelijk de bedoelde meetkundige plaats uitmaakt, moet het 
nader worden onderzocht. 

De raakvlakkon in do punten van aan O" aangebracht 
omhullen een kwadratischcn kon;ol K-. De loodlijnon door den 
top T van dezen kegel op de raakvlakken opgericht vormen 
een tweeden kwadratischen kegel K'", dien men den reciproken 
kogel van noomt. De normalen in de punten van k'^ op Q- 
opgoricht zijn evenwijdig met de overeenkomstige beschrijvende 
lijnen van K'" en kunnen dus beschouwd worden als verbin- 
dingslijnen van do ovoroonkomstige punten van twee projoetieve 
puntonrcekson ^ waarvan de eene ligt op A^^ en do andere op 
de doorsnee k^^^^ van K'^ met hot vlak in het (oneindige. De 
meetkundige plaats dier verbindingslijnen is een rogolvlak vnn 
den vierden graad < ook wol oppervlak van Ciiaslks genoemd, 
dat een kubische ruimtekromme tot dubbelkromme heeft j deze 
dubbelkromme is de gevraagde meetkundige plaats. ') 

2. Van de bedoelde ruimtekromme kan men gemakkelijk 
de voor de constructie vereischte elementen bepalen. Laat 



1) Omtrent dit oppervlak vergelijke men o.a. CahdinaaIi's voordracht over da 
opporrlakkea van d«n visrden graad (24 December 1892). (&bd.) 
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men uit den top T der kegels K'^ en K'* een loodlijn neer op 
a en trekt men uit het voetpunt raaklijnen aan A-^, dan zullen 
de normalen in de raakpunten dezer raaklijnen op O- opgericht 
in a liggen. Snijden deze normalen P ten tweeden male in 
A en B en elkaar in C, dan zijii ]ï, C de drie in a peicgen 
punten van R^. Richt men nu in drie andere punten D, E, F 
van k'^ de normalen </ , e, f op O' op, dan is R^ met behulp 
van de drie raaklijnen rf, ^, /" en de drie punten te coiL^trueeren. 

3. Is P een punt van R'"*, /) de raaklijn in P aan R^ en 
zijn en v.^ de door P gaande normalen van O^, die op k'^ 
gelegen voetpuntcn hebben, dan zijn (^/,/;) en (n.j') de beide 
raakvlakken in P aan de beide bladen van het normalenregel- 
vlak. Vallen beide normalen samen , dan is dit ook met de 
beide raakvlakken het geval en is P dus een klempunt van R"'. 
Omgekeerd levert ieder klempunt van R^ op O* twee samen- 
vallende beschrijvende lijnen w, , van O* op. Het gebeurt 
dus viermaal , dat de bedoelde twee normalen samenvallen , 
wijl er op R"' voor elk oppervlak O*, waarvan R^ de dubbel- 
kromme is, vier klempunten liggen. Duidt men nl. als in 
Vraagstuk 174 van deel V de verschillende punten van R^ door 
een veranderlijken parameter X aan , dan is O* de meetkundige 
plaats der verbindingslijn van do punten A,, Aj, als A, en 
met elkaar verbonden zjjn door een eymmetrleke kwadratische 
Tergelgkiug 

X,%» + AA,X,(A. + X,)+B(A,«+X,»)+CA.A,+D(X,+X,)+€«0 

en hieruit volgt, dat de twee waarden van Aa, die bij een 
zelfde A, behooren , voor vier verBchiliende waarden van A, 
samenvallen. 

Aanmerkingen. I. De vergelijking -f a,tj f a^~-\- (/4)':^'== O 
stelt oen omwentelingsoppervlak voor, als aan de twee voor- 
waarden 

"ia „ «73 «la ^ «I» 

s= Ojj — ^^99 

«23 «I» 

voldaan is. Ontbreken de termen met sez en yg^ dan herleiden 
de twee Yoorwaarden zich tot eene, nl. 

(«II ~ On) («sa — ^33) — ö|a^ = 

«a jf* lx V \* 

Dus is het oppervlak .H- rs + 1 + *(— + -—1=0 

a b e \P 9 I 



Digitized by Google 



108 WISKUNDIGE 



eeu omwentelingaoppervlak , als k de door de vergelijkiug 

bepaalde waarde heeft. Anders gezegd, indien het vlak a 
loodrecht staat op een der hoofdvlakken yan O', wordt dit 
oppervlak langs de doorsnee met a door een kwadratisch 
oppervlak aangeraakt en maakt derhalve de as van dit omwen> 
telingslichaam, die in het hoofd vlak ligt, deel uit van R*. 

Staat het vlak a loodrecht op een hoofdas van O*, dan splitst 
R' zich' in twee lijnen loodrecht op deze hoofdas, waarvan 
elk der beide hoofdvlakken door de hoofdas er een bevat, en 
in de Ign in het oneindige van a. 

Gaat a door een hoofdas van O'' dan bestaat uit deze 
hoofdas, een l^n in het toegevoegde hoofd vlak en een derde 
Ign in het oneindige. (W. M.) 

II. Het bg een vlak a loodrecht op een der hoofdassen 
behoorende nonnalenregelvlak wordt gemakkelgk verkregen door 
zich op twee elkaar rechthoekig kruisende Igoen^a en 6 twee 
geprojecteerde cirkelbewegingen te denken, die in de punten 
van kortsten afttand hun evenwichtstand hebben en in slinger tijd 
overeenkomen, doch een phaseverschil van \ vertoonen. Dit 
wordt aldus eenvoudig aangetoond. 

De normaal in het punt {xj z) is voorgesteld door 
X — a? _ Y - y _ Z — g 

^ y_ " 

a« ft-* 

Is nu x = p de vergelijking van a, dan is het normalen- 
oppervlak de meetkundige plaats der verbindingslijn van de 
punten 

waarin men met het oog op de betrekking 

fe» ^ c» 

voor Y in den eersten en voor Z in den tweeden regel ook 
schrijven kan 
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Y = (t-^)cos,|/7Tj . Z = («-^)8io^]/Tr^ 

OpmerkiDg verdient, dat de amplitudines der beide gepro- 
jecteerde cirkelbewegingen niet gelijk kunnen zijn. Want de 
voorwaarde 

Toert BteedB tot b=se. (Red.) 

III. Het aantal malen , dat de twco bedoelde normalen 
samenvallen, is tevens het aantal kronittlijnen van O', die a 
aanraken. Ook langs dezen weg is het dus te bepalen (üed.) 



Vraagstuk LV. 

In een vlak zijn een kegelsnee K en twee punten P, en 
gegeven. Door P, trekt men de lijn p^ evenwijdig aan de pooUijn 
van P, en door P, de lijn evenwijdig aan de poollijn van P,. 
Te onderzoeken , aan welke voorwaarde K .voldoen moet , opdat 
P, , P^, het middetpont M van K en het snijpunt A van en 
vier concyclische punten zijn. (Dr. A. Ebcbn.) 

Opgelost dpor Mg. C. H. de Haas, Mei. A. 6. W^|thoff, 
Dr. A. £ecsk, W. Maktel, A. A. Nqlamd, Dr. A. J. A. Pranoe 
en P. DE Carpentibr Wildervanck Jr. 

OploBsittg van Dr. A. Ebcbk. 

1. We nemen A als oorsprong en AP, en AI'.^ als x- en 
j/-as van een scheefhoekig assenstelsel aan en noemen den hoek 
dier assen $. We stellen de gegeven kegelsnee K door de ver- 
gelijking {a^x-ra^y-\-a^)C'>=rO voor en vinden dan de vergelijking 
a,y' -h 03) {a^x + a^y -\- a^) = O voor de poollijn van het 
punt (x\ y'). Zijn (x, , 0) , (O, de coördinaten van F, en 
P,, dan zijn de poollijnen en dezer punten dua Toorge- 
ateld door 

P% = (Sy* + «3) («la; + 0,^ + ^3) = 0. 

Wijl de eerste evenwijdig moet zijn met AP,, de tweede met 
AP| , vinden we de voorwaarden a,^, + O , a,^, + o,, = 0. 
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Dub zijn de coördinaten Tan P| en Pa achtereenvolgens 



2. l8(«-a)« + (y-./3)« + 2(«~a)0 — p)Co80 -R* = 0 
de veigelgking van een willekeurigen cirkel en substitueeren we 
nu de ooordinaten van A, P|« P,, dan vinden we na eenige 

herleiding , {x^ 4- -f 2xtf Cos B) -t «232? + o\iy = O , of 

(a.^r -}- n,y) [o^x + a.^J' + a^) = (o,, + ",3 " 2a,3 Cos öj xij.A). 

Wijl nu de coürdinntpn van het middelpunt van K bepaald 
worden door de vergelijkingen 4- o^y + «3) = O en 

a.J^a^x + o^y + O3) — O, ligt dit punt M op den cirkel 1) , als 
'^11 ^"22 — 2^*12 ^ verdwijnt, d, w, z. als de asymptoten van 
K loodrecht op elkaar staan en dezo kegelsuee dus een ge- 
lijkzijdige hyperbool is. 

Aanmerking. Is K een i:;' Ijjkzijdige hyperbool, dan zijn 
MP, en AP2 zoowel ais MP, en AP, antiparallel met betrekking 
tot de asjmptotenrichtingen en liggen de Tier punten M, A, 
Pi, P} dus op een cirkel. 



Drie mannen ^um met hun vrouwen ter kermis. De mannen 
heeten Jan, Kees, Piet, de vrouwen Anna, Bet, Mie. Ieder koopt 
wat en betaalt voor elk voorwerp zooveel guldens, als hij of zij 
voorwerpen koopt. Indien Piet 23 voorwerpen meer koopt dan 

Anna , Kees 1 1 voorwerpen meer dan Mie en iedere vrouw 63 gulden 
minder uitgeeft dan haar man , vraagt men , welke personen met 
elkaar getrouwd waren. (N. C. Grotendorst.) 

Opgelost door Mej. C. H. DB Haas, Mej. A. G. Wijthoff, 
T. J. Allersma, N. C. Grotendorst, A. A. Nijlahd, Dr. A. J. 
A. Prange, W, H. L, Janssen van Raay, J. J. Stoel, C. Wafelt 
BAKKER en P. DE Carpentier Wildervanck Jr. 

Oplossing. 

Ts VI }u't aantal voorwerpen dat een der mannen en 9 het 
aantal dat zijn vrouw koopt, dan is op grond yan de opgaaf 




Vraagstuk LVI. 



m» - = 63 
en dus (m — v) (m + i?) = 1.68 = 3.21 == 7.9. 
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Daar m ea v gcheele getallen moeten zijn , vindt men 
m + 0 = 63,21of9 , m — v=l,aof7 
en derhalTe 

m = 32 , 12 of 8 , « = 81 , 9 of 1. 

In verband met het gestelde in de opgaaf moot dus Piet 32, 
Anna 9, Kees 12 en Mie 1 voorwerp gekocht hebben. 

De paren zijn derhalve Piet en Bet, Kees en Anna, Jan en Mie. 

Aanmerking, liet is niet mocielijk dit vraagstuk uit te 
breiden op vier mannen Jan, Kees, Piet, Klaas en vier vrouwen 
Anne, Bet, Mie, Trui, als men iedere vrouw 181) gulden 
minder laat uitgeven dan haar man en Piet 65 voorwerpen meer 
dün Anna, Kees 27 voorwerpen nie<M dan Mie en Klaas 5 voor- 
werpen meer dan Trui küopeu laat. Men vindt dan de drie 
bovenstaande paren met het paar Klaas en Trui vermeerderd , 
enz. (Bed ) 

Vraagstuk LVII 

Als men op een punt in een zelfde vlak achtereenvolgens twee 
inversies toepast met betrekking tot gegeven cirkels , dan zullen 
deze gezamenlijk vervangen kunnen worden door een lineaire trans- 
foimatte, die elliptisch, parabolisch of hyperbolisch is, naargelang 
de dxkels elkaar snijden, raken of niet snijden. Men vraagt dit 
te bewijzen. (Dr. W. KAPTEYir.) 

Opgelost door Dr. W. Kaptevn, Dr. P. H. Schoute en 
Dr. J. DE Vries. 

Oplossing van Dr. W. Kaptbtit. 

Zijn C = ar« + ƒ - r« = O en C = (a? - + - r« = O 
de vergelijkingen der beide cirkels en gaat het punt (x^, 
door inversie ten opzichte van C in (x, het punt (ar, ^) 
door inversie ten opzichte van C' in {x^j o^^^* gelden 
de complexe betrekkingen 

Xi '±. iff. =t , ± <tf« — d SS 

Schrijven we hierin kortheidshalve Zk en z'k voor Xk + ijfk en 
SBk — ^i/k t g^^n ^626 betrekkingen over in 

"-7-' i*' =t)'^»-''=v^ • -'^-^r 
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Dus geeft eliminatie van z of t' 

= d^T^ . 

as-{' 3 

Vergelijkt men dit met de lineaire tranaformatie K = ^1 * 

yz -\- C 

die elliptisch , parabolisch of hyperbolisch is , naarmate de vorm 
(a — + 4^y negatief, nul of positief is , dan blijkt er tus- 
Bchen en een lineaire transformatie te bestaan, die elliptisch, 
parabolisch of hyperbolisch is, naarmate [d^ — — r^^f — 4r\'^ 
negatief, nul of positief is , d. i. naarmate de cirkels elkaar 
sngden , raken of niet snijden- 



Oplossing van Dr. P. H. Sohoüte en Dr. J. m Ybihs. 

Zijn op een zelfde rechte twee kwadratische involuties T en I' 
gegeven en bepaalt men bij elk willekeurig punt P, der rechte 
in I het overeenkomBtige punt P en daarna bij P in I' het 
overeenkomstige punt P,, dan zal er tosschen Pi en P3 een 
overeenkomst één aan één bestaan , die het involutorisch 
karakter verloren heeft. Anders gezegd , P, en P, zullen op 
de gegeven rechte twee projectieve puntenreeksen doorloopen. 
Deze puntenreeksen kunnen onbestaanbare, samenvallende of 
bestaanbare en niet samenvallende dubbelpunten bezitten. 

Uit de beide yoorwaarden 

OiXX^ -} 6, (a; + ar,) 4- = O , a.,xx2 + &2 + x.,) -f = O 
volgt inderdaad door eliminatie van x de betrekking 

(«1^ — fla*t) 'i*s + — (^t -f- (^i«a— 

met behulp waarvan men nu allerlei eenvoudige eigenschappen 

der projectieve puntenreeksen gemakkelijk bewgzen kan. 

In de derde oplossing van Vraagstuk 22 van deel IV is 
aangewezen, hoe men het tweevoudig oneindig aantal onbe- 
staanbare punten eener rechte over het complexe vlak uitbreidt 
en de involutie op de rechte daarbg in een omgeslagen inversie 
overgaat. Geheel langs denzelfden weg blijkt, dat de twee 
projectieve puntenreeksen op de gegeven rechte daarbg in een 
lineaire transformatie overgaan. Dit nu levert ons een oplossing 
van het bovenstaande vraagstuk. Onderstellen we nl., dat de 
verbindingslijn der middelpunten M en M' van de gegeven 
cirkels 0 en C, die deze in de puntenparen A, B en A', B' 
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snijden map: , de rechte is , op welke wij de beide involuties 
I en r met de dubbelpunten (A , B) en (A', B') aannemen , 
en breiden we deze involuties op het coniplexe vlak uit , dan 
vinden we , dat het resultaat van de opeenvolging der beide 
om MiM^ omgeslagen inversies niet verandert, als men bij 
beide het omslaan om MiM^ weglaat. Anders gezegd, de samen- 
stelling van twee gegeven inversies levert een lineaire trans- 
formatie op. 

Het verdient opmerking, dat de lineaire tranafbrmatie ïn hék 
complexe Tlak een versehovm omgeslagen ^vcrffie genoemd kan 
worden. Is nl. G, (H J het punt van het eerste (tweede) vlakke 
stelsel , dat met het oneindige van het tweede (eerste) vlakke 
stelsel overeenkomt, dan doet een translatie van het eerste 
stelsel in de richting en ter grootte van Gi^i de involutorisohe 
ligging der vlakke stelsels intreden. 

Met betrekking tot de lijn G,!!^ hebben de steeds bestaanbare 
dubbelpunten S, T der lineaire transformatie een merkwaardige 
ligging , die hierdoor is gekenmerkt, dat de middens van G,Ha 
en ST samenvallen. Bg de algemeenste lineaire transformatie 
kan bovendien de hoek , waaronder OiH, en ST elkaar sngden, 
elke waarde hebben. Want men kan de transformatie door 
de drie paren G«), (H^, H^), (S, S) bepalen. Is Tdan 
het vierde hoekpunt van het parallelogram G|SHaT, dan 
volgt uit de gelgkheid van de dubbelverhoudingen (G|H«ST), 
(H«G«TS) met (E^G^TS), (G,H«8T), dat T het tweede 
dubbelpunt is, wat de bewering, dat G1H2 en ST de paren 
overstaande hoekpunten van een parallelogram zgn, bewijst. 

Is de lineaire transformatie ontstaan uit de samenstelling van 
twee inversies, d.i. uit de uitbreiding van een bestaanbare 
projectieve verwantschap langs op complexe vlak, 

waarbg de coëfficiënten o, /3, y, S in de eerste oplossing 
bestaanbaar zijn, dan kunnen er zich, wat de ligging van ST 
ten opzichte van G,H., aanbelangt, drie verschillende gevallen 
voordoen. In dit geval liggen G, en op MiMj. Snijden 
nu de cirkels elkaar, dan komt elk der snijpunten natuurlijk 
met zich zelf overeen en zijn S en T symmetrisch gelegen ten 
opzichte van GiHsj het parallelogram is dan een ruit en de 
projectieve puntenreeksen op M,M.^ kunnen worden aangebracht 
door om S of T een hoek = ^ Z SGT te laten draaien (elliptische 

transformatie). Raken de cirkels elkaar, dan vallen S en T 
Wmk. Opo., üi VI. 8 
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met het midden van GiH^ samen (parabolische transformatie). 
En hebben de cirkels geen punten gemeen , dan liggen H en T 
op G,H)/ wijl de projectieTe puntenreeksen op HtM^ dan 
bestaanbare dttbbelj)uuten hebben (hyperbolische transformatie). 

Is de lineaire transformatie in het complexe vlak met behulp 
Tan de drie puntenparen (A, , Aa), (B, , BJ, (C, , C^) bepaald 
eo zijn (Sa, Ta), (S», T»), (S«, T^) de dubbelpunten der drie 
involuties (6,0^, B,C,), (CiAj, C^A,), (A,B^, A,Bt), dan 
Tormen deze drie paren van dubbelpunten weer een involutie, 
waarvan S, T de dubbelpunten zijn. De dubbelpunten 8, T 
der lineaire transformatie kunnen dus uit de drie paren worden 
afgeleid door een drievoudige toepassing van een der twee op 
blz. 71 van deel IV gegeven constructies. 



Vraagstuk LVIII. 

Men vraagt de substitutie ( c , ^ ^l^t^ ) te ontleden in een reeks 

l 7i» + 5 / 

van substituties van de vormen (s , jr + <) en ^s, • 

(Dr. W. Kapteyn.) 

Opgelost d00r Dr. W. Kaptevn, A. A. Nijiandm Dr. J. de 
Vries. 

Oplossing. 

We hebben 

17^-fl2 ^ 'óz-\~2 ^ ^1 
7^ + 5 «H-1 1 

Stellen we nu de bewerking («,2+1) door ^i(«), de be- 
werking — ^ j door ^^(e) voor, dan ia derhalTe 
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In bet geheel hebben we dus de translatie (^) achtmaal 
toe te ]^Msen en wel tweemaal in tegongcstelden zin eu boven- 
dien driemaal de omgeslagen inversie {z) te gebruiken. 

Uit bet bovenfitaande volgt , dat de ontwikkeling van 

(«* + 3\ 
9, . } waarin a, )3, y, S geheele getallen zijn, op 

dezelfde wjjze door ontwikkeling van ^ in een ketting- 
breuk geschieden kan. 

Vraagstuk LIX. 
Men vraagt de waarde te bepalen van de int^p^aal 

K 

"Sn (u — a,) Sn (« — a.^) . . . Sn (// — an) 



du. 



Sn (« + a,) Sn (« +02)... Sn (« -f- a») 

als K > 01 > O is. (J. C. Kluyvkr.) 

Opgelost door J. C. Kluyver. 

Oplossing. 

1. De te iutegreeren functie f(u) heeft de perioden 2K en 
2iK\ Ze is dus een rationale uitdrukking in p{u) eu p' (u) 
met de perioden 2ü> = 2K , = 2fK'. Haar polen zijn te 
yerdeelen in de twee groepen 
« = — 4^1 , — tf», . . — a« , tf = O, + w'» «a + «',...«« + 

Wjjl de polen blijkbaar enkelvoudig zijn, kan men stellen*) 

f{u) = c H- 2A,^(m - 0, — lu') 4- SB.e:(M + a.). 

Ter bepaling van A» stelle men u = Oi ta' + h (lim. A = 0), 
waardoor men vindt 

^ _ Sn (gj + g,) Sn (r/^ -f- q^) . . . Sn (a.- + g») ) 
8n (ffj — ff,) Sn (ai — o») . . . Sn («i — ««) 
Eveneens vindt men door « — ai + A te stellen 

8n(ai + a,)Sn(gi + 0a)...Sn(fli + <»,) . . 

Sn (fli — Qi) Sn (fli — «a) . . . Sn (fli — o») 



') Voor de ontbinding eener een waardige dubbelperiodieke functie kan men 
vergelijken Otur* d* II. BsmiTB , rcdigé par Akdotbk , éd. , p. 226. Uoe 
die ontbinding gctchiedt net behulp der {«funetie vindt mea aangegeven in 
BALPBWi'e Traité én famt. êtlipl, , I » p. 202. 

. s* 
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: Eindeljjk bepaalt men e door n =0 te stellen , wat de betrekking 

(_ 1)- c - VA. ^^(a, + ü,') + SB,^(ai) 

oplevert. Dus is ten slotte 
f{y) = (~ 1)- 4- sAi R (« - ''i - «') - ^ ^- aO + «oi 4- «') + ^ («i)}. 
2. Uit de verkregen uitkomst volgt door integratie 

/rt«)d«=(-l)-«+SAiL««.W)-i-*«W+ilog ^-^rr^TT-l 

J \ (T {-Oi—u) )a-{ni-j-w)) 

O 

Deze uitkomst kan vervormd worden. Zoo gaat door toepas- 
sing der betrekking 

op liet laatste deel der fooctie de grootheid achter het teeken 
lag, over Id 

g(w-2qi- p(qi+itf)-|)(ff{W) __ ^-2n(2fl.+«^ ) (^i — ^aXp^i— 

Verder is ^(0* + = n' + 2 («i) + i - Houdt men 

nu rekening met de veeUvaardigheid van den logarithmus cu 

met de betrekking — ^w' 4 = O , dan vindt men 

voür de noodzakelijk geheel bestaanbare integraal 

pat — 2 

— 2am + i log ' 



waarin log (— 1) = (2A; + 1) irK^l genomen en blijkbaar 
A = O is. 

Wil men ten slotte weer de eliipti.sche functies in andere 
notatie invoeren , dan vindt meu met behulp van de betrekkingen 

E(.) = ^^^+^(„, + J_£<^L , -£>L=2Ctgn..dau. 

(<f _ 03) (pli 

7 ~ Tg*n M dn^ u 

voor de integraal 

(- 1)" K + S Ai (2KE (fli)— 2aiE-i-K Ctgn dn -|- log Tgn ai dn aj. 
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Vraagstuk L,X. 



Uit den ooisinong worden twee raaklijnen getrokken aan het 
gesloten deel der kromme x* yè^ -\- 2X s=i o. Gevraagd 
het verschil der inhouden van de segmenten , waarin het ovaal door 
de laakkoorde verdeeld wordt. (W. BfANTEL.) 

Opgelost dffor T. J. Alirrsma, W. Mantel, A. A. NqrLAMD 
en P. DS Carfemtier Wildervakck Jr. 

Oplossing van T. J. Allkksma. 

De gegeven kubische parabool (fig. 31) ligt symmetrisch 
ten opzichte van de x-&8. De eveu tak ligt tusschcn de rech- 
ten n = l en n = 2. 

Uit de poolvergelijking /t>^Co8^0 + /^(l — 4Co8-<^) -)-2Cos^ = 0 
blijkt onmiddellijk , dat het ovaal door de door O gaande 
rechten beantwoordende aan dc betrekking 1 — 8Co8''^04 SCob^^^O, 
d. i. aan 0 ^ dz ^tt , wordt aangeraakt en de raakkoorde door 
X = 1/2 is voorgesteld. 

Trekken wij nu uit O een rechte , die met de ar-as den 
hoek 0 maakt , en snydt dezo de kromme in K, en E_j , de 
raakkoorde in E , dan zijn de voerstralen OE, en OE^ de wortels 
pi en pi der poolvergelijking, terwijl OE de waarde p — Sec^ï/2 
heeft. Is I het verschil der beide segmenten, dan vinden wc dus 
dl = i - p^~) dip ~ ^ ip^ - p^')d^ = i (pi' -f p./ - 2p')dip 
en hieruit volgt 

O O 

_ A (^-^<^Q8"' »)' ^ ) ri-8Uos-^0+8Co8V 

J ( CobO^ C08V~C08^r^7 C08«« ^ 

O O 

_ [ Sin0 12 Sin 0 _^ 16 Sin ^] _ 8(3 - 21/2) 



LöCos»^ Ö0o8'>^ ' öCos^J 5 



O 



Vraagstuk LXI. 

Men vraagt de onbepaalde vergelijking 

X* -f-y — 4xy = 3529 
in geheele getallen op te lossen, (W. Mantel.) 
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Opgelost door W. Mantel, A. A. Nijlamd, W. H. L. Jams- 
SSN VAN Raay en Dr. C. Stolp. 

Oplossing van W. Maktel. 

1. Door — ^^^y iry — lapte stellen gast de Yoor- 
gestelde yergelgking over in 

«« + 21^=8531 = 3.11.107 . . . . 1). 

Zal deze vergelijking 0})l(Jt5l>iiar zijn , dan moet de congruentie 

— 2 (mod. 3.11. lUÏ) 2) 

wortels hebben en — 2 dus kwadraatrcst zijn ran 8, 11, 107 
(Lejbuhb-Dirichlet , DEDV.KiJiD ^ Zahlentheorie^ 4*** Abschnitt). 
Dit is werkeljjk het geval, daar — 2 kwadraatrest is van alle 
^keivoudige getallen begrepen in de formule 8n + 8. 

Ter oplossing van 2) zoeken we eerst de wortels voor de 
priemgetfillon 3, 11, 107 als moduli. £eu dezer getallen ^ 
noemende geldt de betrekking 

p-i 

1 = ( - 2) 3 (rood. p) , 

omdat — 2 kwadraatrest is. Door 2) hiermee te vermenig- 
vuldigen ^nden we 

2r» = (— 2) > , . = 2) * , 

waarin de laatste exponent telkens een geheel getal is. Dit 
geeft 

. :b s 5 1 (mod. 3) , ±2 = 3 (mod. 11) » ± « s 31 (mod. 107). 
Neemt men de bovenste teekens dan is dus verder 

2 = 31 + 107p~3(mod.ll) ; — 3//£:^5 , I2p = 2 = 11^ + 2; 
? = 31 4- 107(1 1.2+2)-^ll.lü7a-|-245=l(mod.3) }^=~1 , 2=3/— 1; 
^ = 3.11.107r - 932. 

Dus vrordt het volledige stel oplossingen van 2) 

:^ 0 = 932, of 718, of 1636, of 245 (mod. 3531). 

2. We zullen hieruit de oplossing van 1) afleiden. Uit 
dft uitkomst c = '.t.Si blijkt, dat er een pretal / to vinden is, 
dat aan de betrekking 932" — 3531/ — — 2 vcMoet. Men vindt 
i = 246. Dus heeft de vorm 353 1«- |- 2 . d:r2uf^ + 240/3' even 
als het eerste lid van 1) een discriininant — 2. Bovendien 
kan hij de waarde 3531 aannemen (a = di 1 , )3 = 0). Her- 
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•leiden we dezen Torm tot kleinere coëfficiënten door den algo- 
rithmus yan Horhbr, dan vinden we, dat de substituties 

{a , i3) = (/3' , «') , {cc' , /3') - l/i" - a") , 
((^", i3") - (P'" + 5a'" , «'") , i3"') = - 3tv0, 

of 

— 53a-40 , w = —19« + &|8 

ii^* H- 2«- cn 353 + 2 . 932 «/3 + 24G/3- in elkaar overvoeren. 
Dus wordt , zooals de onderstelling a — 1 , j3 = O leert , aan 1) 
voldaan door — 53, t; — — 19 te stellen. Handelt men 
eveneens met e = 718, dan verkrijgt men het volledig stelsel 

(iitt, ±:ü) = (53, 19) , of (59, 5) , of (13, 41) , of (43, 29) 

der oplossingen van 1). £n hieruit volgt dan voor en y het 

viertal oplossingen 

«=£6| x=1) af = — 6) a: = — 7) 

y = 7i ' y=r6i » y«-7i ' y = ~6|' 

3. Aanmebkino. We kunnen 1) ook oplossen met behulp 

van de vergelijkingen 

«•«-f-2p»=3 , <i^4-2i>» = ll , tt^+2c^=i07. 

Gemakkelijk vindt men 

14-2.1* = 3 , 3^ + 2.1*= 11 , 3*4-2.7='= 107. 
Dus is, als men V—2 een oogenblik door fi voorstelt, 

3531 - (1 + /i) (I — /u) . (3 4- /u) (3 - /u) . (3 4- 7,i) (3 - 7^) 
= a + n) (3 4 ;i) (3 4- 7 /u) . (1 - /u) (3 - ,0 (3 - 7;*) 
= (- 53 4- IV) (- 53 - 19/u) ^ 53' 4- 2 . 19^ 

en vindt men de andere oplossingen door de factoren anders 
te combi neereo. Werkelijk vindt men zoodoende vier stel 
uitkomsten. 

Oplossing van Dr. C. Stolp. 

4. Door bg de gegeven vergelgking beurtelings de ongelijk- 
heden 

2 — 2(j:-y)*<2 , 2 4- 2(« 4- y)* >2 
op te tellen verkrggt men de nieuwe ongelijkheden 

(*« - 1)'^ 4- {i/ - \f < 3531 < {x' 4- If + {y' -V \f . . 3). 

Uit dó gegeven vergelijking blijkt, dat een der onbekenden 
even ^ dc; ander oneven is, verder, dat .r en y verwisselbaar 
2Üju ea inen dus 9^ > y^ onderstellen mag. Uit de eerste ouge- 
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Igkheid 3) volg^ boYendien , dat ^ kleiner dan 8* moet agn. 
Dns is ar* + 1 niet grooter dan 50 en volgens de tweede 
ongelijkheid 8) grooter dan 31. Omtrent en y zgn dna 
geen andere onderatellingen te maken dan «*=s49, y* = 36. 
Hieruit volgt dan = 42. Dus gelden werkelgk de boyen 
aangegeven vier stellen van waarden. 

Vraagstuk LXII. 

Welke ondeelbare getallen kunnen deelers zijn van den voim 
— ^xy* -j- %y\ waarin x en j> onderling ondeelbaar zijn ? 

(W. Mantel,) 

Opgelost door W. Mantel. 
Oplossing. 

1. Het is voldoende te onderzoekeu, voor v^elke oudeelbare 
p de coagruentie 

— 7a; + 7 = O (mod. p) 1) 

wortels heeft. Want als het eerste lid van 1) deelbaar is 
door p is {xzy — 7 [xz] [yz)- -f- 7 {\jzf dit ook en bepaalt men 
nu z door de voorwaarde = 1 , dan is [xz] een wortel van 1). 
In 1) stellen we a; = « -f t? , zoodat nu de identiteit 

— 3Mfa- — (t<^ + t'') = O 
geldt. Deze stemt met 1) overeen als we stellen 

3w=7 , i4''4-«'' = — 7 . .... 2) 

en dit mogen we doen, wgl we twee onbekenden « en « 
hebben ingevoerd. Yerder is 

27 (»» — t»*)» = 27 (!»«• + — lOSwV = 27 . 49 - 4 . 7»=— 49. 

2. Om do gevoüden congruentie 

27 («3 — vy = — 49 3) 

op te lossen , maken we gebruik van de theorie der derde- 
machtsresten (vergelijk o.a. de oplossing van Vraagstuk 74 van 
deel Y). Is p een der onbestaanbare derdemachtswortels uit 
de eenheid en dus 1 + /o -f = O of (l -}- 2p)'*= — 3, dan 
volgt uit 81 («» — v^y = — 3 . 49 onmiddellijk 

9(«» — i>»)=7(l +2p) 4). 

Uit 2) en 4) volgt dan 18«« = 7 (— 8 4- 2/1,) of 

2(3«)' = -2(-1^8rt(-l-3pO^(l-p)». . 5). 
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3. In 5) is het tweede lid ontbonden in zijn primaire «nkol- 
Toudige deelen. Wgl p volgens 1) niet gelijk . ajm 2 zijn kan, 
mag men de beide leden van 5) door 2 deelen. Dan is 5) 
oplosbaar, als ( — 1 ~ 3p) ( — 1 — een derdemachtsrest 
Tan ^ is , d. i. met toepassing van bet symbool van Eisbnbtein 
dus onder de voorwaarde 



= 1 , of 



— 1 



3p 



1 — 3^ 



1- 



(- 1 - 3p) (- 1 - 3^0 
P 

Wijl we ons tot bestaanbare waarden van p bepalen , zijn 
de beide leden der laatste vergelijking aan elkaar toegevoegd 
en dus slechts dan aan elkaar gelijk , als ze gelijk zijn aan de 
eenheid. Met toepassing van de reciprociteitawet hebben we dus 

r -i-Bpi _r p 1 

p J [- 1 - 3p. 



= 1. 



Stellen we p = ln ±.a, dan gaat dit over in 



a 



— 1-3, 



= 1, 



omdat — 1 — 3^ een dealer van 7 is. 
We sien dus, dat 5) oplosbaar is voor pss7 ofp = 7n±:l. 
Yoor ji s 7n :±: 2 vinden we 



2 



— 1 



[~ 1 ~ 'óp 
Voor p = 7n ±: 3 
3 



3pï 



— 1 — 'óp 



1 — 

2 



IS 



cc 



-l-3p 



1 — 3pJ [—1-3/» 



L-l-3/>. 

In deze gevallen ia 5) dus onoplosbaar. 

Als 5) oplosbaar is , vindt men de overeenkomstige « uit de 
eerste der vergelgkingen 2) en daarna x. Met uitzondering 
van het geval p = 7 heeft 1) dan altgd drie wortels. 

De gevraagde deelers zijn alzoo 7 en de ondeelbare getallen 
7n d= 1 , of als men liever wil , de ondeelbare getallen 42fi ± 1 
en 42fi ±. 13. 

Vraagstuk LX III. 

Gevraagd de meetkundige plaats der punten, uit welke men 

] (n -f- i) (/i + 2) willekeurig gegeven rechten kan projecteeren als 
raakvlakken van een zelfden kegel K** van de n"^'- klasse. 

(Dr. P. H. SCHOUTE.) 

Opgelost door F. H. Schoute. 
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Oplossing. 

1. Wc onderzookon , lioevecl punten dor nicotkuruligo plaats 
gelegen zijn op een willekeurig aangenomen rechte r en be- 
schouwen daartoe do vInkkenhundelH , die ontstaan, als men 
een veranderlijk punt 1* van r door vlakken verbindt met dc 
gegeven rechten r, , r^, enz. Deze \ (n -f 1) (n 4- 2) vlakken- 
bundels , die de gegeven rechten tot assen hebben, zijn p(!r- 
spectivisoh. Snijden wo nu de geheele liguur door een wille- 
keurig vlak a, dan hebben we de vraag te beantwoorden, hoe 
dikwijls het gebeurt, dat de overeenkomstige stralen van 
\ (" + 1) (" + 2) projectieve stralenbundols , di(» de snijpunten 
R, , K., enz. van a met r, , r^, enz. tot toj)])('ii hebben en voor 
welke de stralen I{,R, R,R, enz. naar het snijpunt R van a met 
r overeenkomstige stralen zijn , een kromme van de klasse 
aanraken. Keeren we in het vlak deze vraag dualistisch om 
en stellen we ons voor, dat met het punt R de lijn in het 
oneindige overeenkomt, dan moeten we de vraag beantwoorden , 
hoe dikwijls door de met elkaar overeenkomende punten 
van j {>t + 1) (n 4- 2) in hetzelfde vlak gegeven gelijkvuruiige 
puutenreeksen een kromme C" gaat. 

2. Zijn 

X, =^^' "l + A~ P + 1^ 2 . . . è (« + l)(« + 2)], 

de gegeven goijikvonnige pantenreekeen , dan is 

1 , + Aft , y, -h , (xi ACi)', . . . . (yi + XnO' 
l , + Xla , + Ana, («i + A5 ƒ , . . . . (yi + Aii^)' 



= 0, 



1, i^ + A5p, yp + Anp, ('^+ Al,)», . . . ,{fff-\-\n^ 

waarin ^ {n 1) (>; -f 2) door p is voorgesteld , de voorwaarde- 
vergelijking in A. Wijl doze vergelijking in A van den graad 

2.1+3.2 + 4.3-1 (« 4 1) n = ^« (n ] 1) (« + 2) 

is , gebeurt het \u {u -\- \) {n + 2) maal , dat een punt der 
oorspronkelijk gevraagde mootkundigo plaats op r ligt en is 
deze dus een oppervlak van don graad (n } 1) (n 2) Dit 
oppervlak heeft elk der gogovon rechton tot //-vuuilige rechte. 
Want aan den kegel K", dio oon willekeurig punt P van r, 
tot top hooft en de vlakken (1*'\,)> • • • i^ff) aaaraakt, 

kan men u door gaande raakvlakken brengen. 
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Aanmerkingen. I. Hiermee is tevens opgelost de dualistisch 
tegenovergestelde vraag, omtrent de omhullende van het vlak, 
dat \ {n + 1) (n + 2) gegeven rechten in punten eener C* van 
don li"^^^ graad snijdt. Deze omhullende is een opperrlak van 
de .\ (n + 1) (« 4- 2) (n 4- 3)''*' klasse, waarvan de gegeven 
rechten w-voudige rechten zijn. 

II. Yoor liec geval n = 1 is het oppervlak F- de meet- 
kundige plaats der op de drie rechten steunende rechten. 

Vfaagstuk LXIV. 

Gegeven twee loodrecht op elkaar staande vlakken «, , en in 
dese twee rechten /, en die elkaar kruisen. Men vraagt een 
werkelijk uitvoerbare constructie voor de rechten /, die twee onder* 
ling loodrechte vlakken (//,) eri {//;) opleveren, tervrijl de hoeken 
(^,)a, en {U^)a^ gel^k cijn. (H. D£ Vries.) 

Opgelost door T. J. Allersha, W. Mamtel, W. H. L. Jans- 
sen VAN Raay, H. de Vries, en F. de Carpéntier Wildervanck Jr. 

Oplossing. 

1. De vlakken door en rechthoekig op elkaar door^ 
loepen projectieve bundels : him snglijn beschrgft dos een 
kwadratisch oppervlak Q- , dat /, , en de doorsnee (cct , 
der gegeven vlakken bevat. De vlakken door /| en l^^ die in 
'een bepaalden zin met ax en gelijke hoeken vormen , door- 
loopeu eveneens projectieve bundels ; hun snijlijn beschrijft dus 
oon kwadratisch oppervlak H , dat /, , en en («, , «,) bevat. 
Deze twee oppervlakken snijden elkaar behalve volgens , 
en (a,, nng in een op /, en l.^ rustende rechte, die aan 
de vmag voldoet. Wijl men bjj de voortbrenging van H twee 
oppervlakken H, en vindt , naarmate men de standhoeken 
in den een of anderen zin telt , zjjn er twee oplossingen. 

(W. M. en H. d. Y.) 

2. Verplaatst men aUe deelen der figuur naar een zelMe 
punt O en duidt men nu (fig. 82) (\o rochten en vlakken aan 
door hun doorsnede met een- om O geslagen bul, waarbij de 
loodrecht op elkaar staande grooto cirkels en a, de vlakken 
ir, en a. en de punten L, , Lj, X de drie rechten 

(or, , a) aanduiden, dan levert de constructie van de recht- 
hoekige boldriehoeken LLfL^ en L'L|Ls, die congruent zgn 
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met XL,L, de beeldpunten L en der beide oplossingen 
l en /' op. Want Z L,LL, = Z UL'Li = Z L,XL, = recht 
en bovendien LL|X = Z LL^X = 90** + spheriseh exces van 
boldriehoek L|LjX. 

Hierin is seker wel de eenvoudigste constructie opgesloten, 
die nu volgens de regelen der beschrijvende meetkunde kan 
worden uitgevoerd. (W. H. L. J. v. R.) 

Aanmerki.no, Zooftls de inzender opmerkt, kan het hier 
bebaiiJelde viaiigatuk tot aauvuUing dienen van de oplossing 
van Vraagstuk 10 dezer reeks (zie blz. 25). 

Vraagstuk LXV. 

Gegeven een vlakke kromme C* van den graad met een 
(ff — i)-voudig punt O. Door O trekt men een wilkkenrige rechte, 
die de kromme nog in P en haar n asymptoten in A, , A^t • • A» 
snijdt Men vraagt de algebraïsche betrekking 

OP = OA, + OAj -h . . . + OA, 
te bewijzen, (H. de Vries.) 

Opgelost {/oor A. A. Nijland, Dr. J. de Vriest// P. de Car- 

PEMTIER WiLDERVAMK Jr. 

Oplossing van Dr. J. DB Yries. 

1. Is O de oorsprong van een reohtiioeldg ooördinatenstelsri 

en zijn 

«*a? + *i(y + c*=0(* = l, 2, ...«). . . . 1) 

ten opzichte hiervan de vergelijkingen der n asymptoten , dan 
kan elke kromme C", waarvan deze rechten de asymptoten 
zgn, door de vergelijking 



n (aiar + % + ct) + ««-s = O 

1 

worden voorgesteld , als men onder 11 het vcrmenigvuldigings- 
teeken en onder w„_2 een vorm van den n — 2*^*" graad in 
X en 1/ verstaat. Bepaalt men de coëfficiënten van — 2 boven- 
dien zoodanig , dat in 2) alleen termen van de graden n en 
n — l overblijven, dan heeft de kromme in 0 een « — 1 voudig 
punt. Werkelijk is de kromme hiermee volkomen bepaald. 

2 2 
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2. Voor het sogpunt P der kromme met de rechte 
SB = reoë ^, y = r Sin ^ vindt men 

1*11 (a* CoB^ +**Sm é)+r— 1 jri(a*Co8*+*iSin^)S — — ^. «( 
1 1 ^ ia*Co8^+è*Sin^ 

en dus ook 

0P = -2 



i ak Cos 1^ ■\- ik 8in ^ 
Uit 1) volgt verder 

OA, = 

Ok Cos ^ •\- bk Sin ^ 

Dus is OP » 2 OAt. 

Aanmerkingbv. I. Omgekeerd volgt de stelling: 

«Bepaalt men op elke lijn door het vaste punt O, die de 
zijden eener n^zijde in de punten At(&=l, 2,..tt) sngdt, 
een punt P naar de betrekking 0P= 2)0A^, dan is de meet- 
kundige plaats van P een kromme C", die O tot n — I voudig 
punt en de zgden der «-zgde tot asymptoten heeft". 

Yoor » BS 3 liggen de drie snijpunten van met de asym- 
ptoten in een rechte. Wijl voor zulk een punt OP ^ OA^i en 
dus 0A{ -h OAm s O is , heeft men verder de stelling : 

„Trekt men door een punt O in hot vlak van driehoek 
CjC^Ca drie lijnen OQ* zoodanig, dat het door de zijden C^Cj 
en C«Cm afgesneden stuk in O wordt middendoorgedeeld , dan 
liggen de snjjpunten van 0Q« en CiC» in een rechte". 

II. Yoor N = 3 wordt de stelling rechtstreeks meetkundig 
bewezen in een binnenkort verschgoend opstel ^Metrische Eigen- 
schaften der Curven dritter Ordnung u. s. w.*' van G. Stinbr. 

(H. D. y.) 

Vraagstuk LVI. 

Een punt "M. {x , y , z) doorloopt een oppervlak F (jc , 5) = o. 
Een ander punt N («, /3 , y) hangt met M samen door de betrekkingen 

Te bewijzen , dat het raakvlak in N aan het door N dooiloopen 
oppervlak voorgesteld wordt door de veigdijking 

O X — « X — iS Z — 7 

n Z'. 

F'y ¥f X', 

F', X'* (J. Neubixg.) 
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Opgelost door Mej. A. G. Wijthoff, T. J. Allersma/Dt. R. 
H. VAN Dorsten en M. H. Spruyt. 

Oplossing. 

Substitueereu wij iii de vergelyking /"(«, j3, 7) = O van liet 
door X beschreven oppervlak 

dan vinden wij F (a;, y , 2) = 0. Dus is 

F(*, y, = y, «), ^(», y, «), x(*>y» «)l 

een identieke vergelqldng. Na is de yergelijking van het 
laakirlak aan /(cr, 0, y) = O in N voorgesteld door 

(X - «) + (Y - /3) r/3 + (Z - 7) /'r = O , 
terwgl uit de identiteit de betrekkingen 

volgen. Door eliminatie van /*„ , /^'js , uit de laatste vier 
vergelQkingen vinden wij terstond de gevraagde betreklung. 

Vraagstuk LVII. 

Een bol met onveranderiijken straal beweegt zich zoo, dat de 

machten , , . . • />« van de vaste punten A, , A^, . . . A„ de 

betrekking F (/, , , . . -/,) — o bevredigen. Tc bewijzen, dat 
de normaal aan het door den bol omhulde oppervlak door het 
zwaartepunt van de met de massa's 

bezwaarde punten A, , A, . . . A« gaat ' (J. Nkuberg.) 

Opgelost door Mg. A. G. Wqthoff, T. J. Allsksua, 
Dr. R. H. VAN Dorsten en M. H. Sprvyt. 

Oplossing. 

1. Is 

(o: - ay + (y - bf -f - - = ^ . . . 1) 
de vergelyking van den bol, dan bestaat de betrekking 

F = O 2), 
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is , bAb xtj yt y zt de oodrdioaten van A» voorstellen. Kernen 
we a en 6 als onafhankelijk veranderlijken aan , dan geeft 
differentiatie van 1 en 2) 

(aï-ö) + (,— c)g- = 0 

en eliminatie van r- en ^ dus 

00 ob 

9 — a 



Vt- («* - ») + . - V . (** - c) = O 



dP ÖF ^dF ^F 

Opk ^^Opk ^ dpk 
9 — e 



4). 



üit 1), 2), 3) en 4) vindt men nu door eliminatie van de 
grootheden a, jc^, ^ • • • F*» ^® vergelijking van het 

omhullend oppervlak. 

2. Aan de vergelijkingen 4), die een rechte lijn voor- 
stellen, wordt voldaan door het punt z)j waar de bol 
1) het omhullend oppervlak aanraakt, en door het middelpunt 
(0, ^, e) van den bol 1). Dus stellen de vergelijkingen 4) de 
normaal aan het omhullend oppervlak in het bedoelde raak- 
punt voor. Derhalve gaat deze normaal door het punt 

Sy*r-— 

è~F" ö F • ö P ' 
2. — S V- 

ö O Qpk 

d. i. door het bedoelde zwaartepunt. 



Vraagstuk LXVIII. 

Twee parabolen P, en raken elkaar driepuntig in A en snijden 
elkaar in B. Men vraagt te bewijzen , 
a) dat het door bade parabolen begrensde deel A van het vlak 
door AB middendooigedeeld wordt 



Digitized by Google 



128 



WISKüif ÜIGE 



Verder denkt men ach A en B vast , P, en P, veranderlijk en 
onderstelt men , dat de assen van P, en steeds loodrecht op 
dkaar staan. Dan wenscht men bepaald te zien, 

l) wanneer ^ een nuudmum is , 

c) wat de meetkundige plaats is van de toppen en brandpunten 
van P, en F«. 

Eindelijk neemt men aan, dat P, vast is, A, B en P, verandep> 
lijk zijn en de as van P, weer loodrecht staat op die van P,. 

Dan vraagt men 

d) de meetkundige plaats van top en brandpunt van P,, 

c) de omhullende van AB. (X. J. Allersha.) 

Opgelost dffor T. J* Allersma, W. Mantel, H. de Vkies 
en P. DB CAitPENnsR Wildervank Jr. 

Oplossing vati W. Mantel. 

a. Door vier punten gaan twee parabolen. Is P, met de 
punten A en B gegeven, dan is P.^ dus bepaald. Laat men 
na met elk punt E, (fig. 33) van P, een punt zoo overeenr 
komen, dat E,Ej evenwijdig is aan de niaklijn in A en door 
AB wordt middendoorgedeeld , dan heeft tot meetkundige 
plaats een parabool, die niet van yerschillen kan. Dus 
wordt A gehalveerd. 

6, Als twee kegelsneden , die een bundel bepalen, gemeen- 
schappelijke assenrichtingen hebben, zijn deze assenrichtingen 
gemeen aan aUe kegelsneden des bundels. In dit geval Ter- 
keeren de kegelsneden van den bundel (P| , P^f) , als de assen 
der beide parabolen loodrecht op elkaar staan. Tot dien bundel 
behoort de vereeniging der rechte AB met de raaklgn in A ; 
dus geven de deeliynen van den hoek A'AB deze assenrich- 
tingen aan. Is nu D het spiegelbeeld van A ten opzichte 
van de as Tan P, en de raaklijn in dit punt aan P| dus even- 
wijdig aan AB , dan zal de verbindingslijn van D met het 
midden O* fan AB een middellijn van P| zijn en de as Tan 
deze AB dus in een vast punt C , het midden van AG- , 
snijden. Yerder is dan 

A = I . 2 AB . CD . Sin ACD = ^ AB' . Sin ACD. 

Dus is A maximum als ^ ACD recht is , d. i. ak de 
assen van P, en P, met AB hoeken van 45** maken. 

e. Is H het snijpunt van de verlengde as met de raaklijn 
aan P, in den top T, , dan is KT, - T,L en dus T,L = ^ LC 
en HA = ^ AC. De cirkel op EC als middeUjjn beschreven 
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is dos de meetiomdige plaats der beide toppen Ti en Tf. 
Gemakkelgk blgkt verder, dat TiT^ een middellijn van dien 
cirkel is. En wgl de deellifn Tan ^ HAK eyenwijdig is 
met CE, is ^ HAF, «82: AOF,. Derhalve besehiijft 
Fi een triaectrix , die C tot dubbelpunt en H tot top heeft. 
Zoo als bekend is, is deze kromme een «cubique circnlaire*', 
waarvan de raaklgnen in G loodrecht op elkaar staan. Natnnr- 
Igk heeft dezelfde kromme tot meetkundige plaats en 
▼ormen de puntenparen Fi en Fs op haar een involntie. 

d. Ten opzichte Tan as en topraaklgn Tan F, heeft Tt 
codrdinaten, die in een eenToudig Terband staan met die 
Tan A. De abads Tan is 'driemaal, de ordinaat Tan P 
is anderhalfmaal zoo groot als die Tan A. Omdat A de 
parabool Pi doorloopt, beschrgft T« dos een parabool, die 
met P] as en top gemeen heeft. 

Om de meetkundige plaats Tan F, aan te geven, bevrijzen 
v^ij, dat deze de ombullmide is Tan den Toerstraal AF,. 
Eerstens staan AF, en AF, loodrecht op elkaar. Want 

Z F,AK + Z K'AF^ = Z. AKP, -f Z FjAK' = R. 

Voltooit men nu den rechthoek FjAFaN, waarbij blijkt dat de 
op F1F2 als middellijn beschreven cirkel door de vijf punten 
F], A, Fa, C, N gaat, dan vinden we dat AN de normaal 
in A op P, is , want Z F, AK = Z AKF, = Z F, CA = Z F,NA. 
Ëij de beweging Tan deo rechten hoek FiAF^ is N dus het 
onbestendige draaiingsmiddelpunt, waaruit Tolgt, dat AF^ haar 
omhullende in F^ raakt en deze dus de negatieTe Toetpunts- 
kromme Tan P, met betrekking tot het brandpunt is. Omtrent 
deze kromme vergelijke men Salmon-Fiedler's AnaJi/tidche 
Geometrie der höheren ebenen Curven, 2^ druk, blz. 135. 

e. Om de omhullende Tan AB te Tinden merken we op, 
dat deze Ifjn Tan de assen T|0 en TiH stukken afsngdt, die 
— 3- en 3-maal zoo groot zijn als de overeenkomstige stukken 
die de raaklijn AK Tan de assen a&nijdt. Dus omhult AB 
een parabool die T, tot top, T,K tot as heeft en waarTan de 
parameter driemaal grooter is dan die Tan Pj. 

N.B. De oplossing van den Heer H. DB Vbibb wgkt slechts 
in Torm Tan de boTenstaande af, terwyl de andere oplossingen 
analytisch bewerkt i^n. 
Wm. OtOi, DL VI. 9 
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Vraagstuk LXIX. 

Op een kutnsch oppervlak O* ligt een blkwadratlsche niünte- 
kromme ^. Door dese kromme legt men een bundel kwadiatisdie 
oppervlakken, waarvan elk het oppervlak O* nog volgens een 
kegelsnee snijdt. Hoeveel deser kegelsneden raken ^? 

(J. Cardinaal.) 

Opgelost door J. Cardikaal, W. IiCaiitel en H. db Vries. 

Oplossing van W. MAifï£L. 

Het ylak <r, dat de kegelsnee ^ bevat, volgens welke een 
oppervlak O* door het kubisch oppervlak O' verder sngdt, 
heeft met O* nog een reohte la gemeen. Wgl de oppervlak- 
ken O' door doorloopend op elkaar volgen, kan de Ign la 
niet sprongsgewgs veranderen en moet zg dns vastsgn, tensg 
O' een regelvlak ware. En ook in dit geval yenindert, soo 
als men weet, la niet. 

Het is nn de vraag, hoeveel vlakken door la de kromme 
aanraken. Projecteert men de kronmie uit een punt P van 
la op een niet door P gaand vlak, dan herleidt deze vraag 
zich tot die naar de klasse der projectie van Wgl c* twee 
sohgnbare dubbelpunten heeft, is dit aantal en dus ook het 
gevraagde 4.8 — 2.2 = 8. 

Vraagstuk LXX. 

Gegeven is een bundel kwadratische oppervlakken, waarvan de 
basiskromme is ontaard in twee kegelsneden. Van dezG kegelsne- 
den ligt iT" in het vlak a. 

a) Te bepalen de meetkundige plaats der polen van a met be- 
trekking tot de oppervlakken des bundels. 
If) Op c"^ als basis cou-slruccrt men de raakkegels der o})|)er- 
vlakken. Te bewijzen , dat de nieuwe kegelsneden , die deze 
raakkegels twee aan twee gemeen hebben, in een vlakken- 
bundel liggen. 

€) Te bewijzen, dat een willekeurig vlak de raakkegels snijdt 
volgens kegelsneden, die twee punten en twee raaklijnen 
gemeen hebben. (J. Cartonaal.) 

Opgelost door T. J. Allersma , }. Cardinaal, W. Mantel 
€n H. DE Vries. 
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OploBfling 9m W. Motbl. 

a) De twee kegelsneden, waarin de basiskromrae ont- 
aardt, hebben twee punten gemeen. In deze twee punten 
M en N worden al de oppervlakken door dezelfde vlakken 
^ en V aangeraakt. Wijl M en N in a liggen, ligt de pool 
▼an a op de snijlijn / van /u en v; deze lijn is dus de meet- 
kundige plaats der polen van a. 

b) Twee der raakkegela raken elkaar steeds in M en N. 
Behalve de kegelsnee in ce hebben zij dus een tweede 
kegelsnee in een door MN gaand vlak gemeen. 

c) Wijl de raakkegels de vlakken fx en v aanraken, hebben 
hun doorsneden met een willekeurig vlak de snijlijnen van dit 
ylak met fx eu v tot gemeenschappelijke raaklijnen. Ook heb- 
ben zij twee punten gemeen, de snijpunten van dit vlak mete*. 

Vraagstuk LXXI. 

Als de overeenkomstige zijden , a^, en a^', a^, van 
twee driehoeken A,A,^A3 en A/Aj'Aj' elkaar in drie punten 
R, , R2, R3 eener rechte r snijden, gaan de verbindingslijnen 
A>/a> A overeenkomstige hock^mntcn , zuoals bekend is , door 
een zelfde punt P. Snijden deze lijnen /, , /j, de lijn r in 
S| I , S3 , dan zijn -de drie dubbelverhoudingen (AjAi'PSi) 
(/ = 1 , 2, 3) aan dkander gelijk. Men vraagt dit te bewijzen, 

(Dr. A. Eecem.) 

Opgelost door Dr. P. H. ScHOum 
Oplossing. 

De puntenreeksen P, A,, A,' en P, A3, A3' op pa en p, 
(fig. 84) zijn perspeotiTisoh. Wijl het centram Tan penpeo» 
tief, het snijpunt R, Tan A2A3 cn kjA^' , op r ligt, sgn Sa en 
S9 OTereenkomstige punten dezer perspeotiTiaohe puntenreeksen. 
Hiernit volgt de gelijkheid der dubbelTerhondingen PA^A^'S, 
en PAgAg'Sg, enz. 

Vnugstak LXXII. 

In een veranderlijk punt P eener cissoïde trekt men de raaklijn; 
deze snijdt de asymptoot der kromme in Q. Op het verlengde 

9* 
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van PQ neemt men een segment QR gelijk aan het «-vond van 

PQ. Men vraagt: 

a) de meetkundige plaats van R , 

d) een hieruit volgende eenvoudige constructie van de raaklijn 

aan de cissoïde , 
c) den inhoud van de vlakke figuur begrensd door de sym- 
metrie- as der cissoïde, den boog OP van de cissoïde van 
het keerpunt af, de rechte PR en den boog RS van de 
meetkundige plaats tot het snijpunt S met de symmetrie-as. 

(N. C. Grotendorst.) 

Opgelost door T. J. Allersma, Dr. R. H. van Dorsten, 
N. C. Grotendorst, W. Mantel, W. H. L. Janssen van Raav , 
H. DK Vries, Dr. J. de Vries, G. van de Well en P. de Car- 

PENTIER WilDERVANCK Jr. 

Oplosing van T. J. Allersua. 

a) Stelt 2a den a&tand voor van hei keerpunt der oksolde 
tot haar asymptoot en is het keerpunt O oorsprong van een 
rechthoekig coördinatenstelsel met een x-as loodrecht op de 
asymptoot , dan is = (2tf — ;r)ys de vergelijking dezer kromme. 
Langs den gewonen veg vindt men nn, dat de coördinaten 
y%) P^i Q ^ betrekkingen 

,, = 2., ,, = 3a|'^^ 

in a en de abscis van P worden uitgedrukt, zoodat voor de 
coördinaten (a;,, ^3) van K de waarden 

=r 2(fi + l)a — nxt , = 13(n + l)a — nx,} 

worden gevonden. Door eliminatie van ^r, verkrijgt men voor 
de meetkundige plaats van het punt (x^f ys) de Vergelijking 

+ + l)a\* \2(n ^- l)a - »| = (« 2«)sf*. 

Dus is de meetkundige plaats (li) van 11 een circulaire kubi- 
bische kromme, die de ar-as tot symmetrie-as, de lijn x =■ 2a 
tot asymptoot en het punt x = — («+ 1)«, y = 0 tot dubbel- 
punt heeft. Dit dubbelpunt is een knooppunt voor — S-C n < — 1, 
een keerpunt voor » = ~ 1 (de gegeven oissolde) en een af- 
gezonderd punt voor »< — 3enn> — 1. Voor « =: — 3 
splitst de laM>mme sich in de asymptoot x=s2a en den cirkel 
(x a)* + = 9a>, die deze aanraakt. 
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/') T8 (M) (fig. 35) de cirkel, die aan de onderstelling « = — 3 
beantwoordt, dan volgt uit de betrekking R'Q = 3PQ onmid- 
dellijk BC = 2AB. Hieruit volgt een eenvoudige constructie 
van de raaklijn PR' in P aan de cissoïdc. .Noémt nion I$C ~ 2AB 
en zoekt men op den cirkel (>[) het niet P aan verschillende 
zijden van de or-as gelegen punt K', ilat zich in C op de x-as 
projecteert, dan is R'P de begeerde lijn. 

c) Is a de hoek, dien de raaklijn PR in P aan de l issoïdo 
met de .tr-as maakt, en / de lengte van PR, dan stelt \l-iiu 
de aangroeiing d\ van den gevraagdcn inhoud I voor. Nu 
heeft men, als men door de substituties ar, = r Co8 ^, 
y, = r Sin ^ tot poolcoördiaatcu overgaat, 

_ 3a;,"'» + y,^ _ 3 Sin - 2Sïn"^ 
^ " ~ 2y, (2i» - «,) ~ 2 0o8'^ ' ' 

Z Cos a = (m -i- 1) (2o — «,) = 2 (m + 1) a Cos* ^ 

en dufl 

dl = 2(i» + Ifa'* Cos*^ . ^-ï^ = 2(n + l)»a=»Co8*^ d Tg« 

, ,^ 3Sinó-2Siii'A , . . 

= 2(«4-l)»«»C<»«^ A 2Co83^ ^ =8(i»+l)«a»«f». 

Hieroit volgt I = 8(ii + l)*aV 

AANSfERKiNGEN. L Voor positieve n heeft de kromme sub a) 
een conohoïdale gedaante; zij heeft dan twee buigpunten. Zg 
U beschreTen en ingedeeld door Newton Enumeratio Unearum 
tertii ordinis) als soort 44 en door Plücker {System der analy' 
tiseken Oeometrie) als soort 126 Tan groep 28 (J. t. E.). 

(„_|_l)(„4-4) 

II. De abscis der buigpuuteu heeft de waarde — a (Ö.) 

IIT. Hoewel de sub b) gegeven constructie aan de bedoeling 
van den inzender beantwoordt, is de rechtstreeksche constructie 

eenvoudiger. Yolgens deze, die uit de betrekking y, s 3a . 

ar, 

voortvloeit, heeft men als P, het snijpunt van OP met do 
asymptoot voorstelt AQ = ^AP. 

lY, De inhoud yan de ruimte toaschen de cissoïde en de 
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nieuwe kromme ia gelijk aan 3 (n + 1)^ maal den inhoud van 
den voortbrengenden cirkel der cissoïde. ^^G.). 

V. De uitkomst sub c) wordt ook verkregen door de figuur 
samengesteld te denken uit de deelen POB, BP&D en DKS. 



Vraagstuk LXXIII. 

az d 

De bestaanbare substitutie { = ; — , waarin dwf — = i 

CM •+ a 

hf besit twee dubbelpunten, die onbestaanbaar zijn, samenvallen 
of bestaanbaar zijn , naarmate ^ (tf + d)* kleiner dan , gelijk aan 
of grooter dan de eenheid is. Wordt gevraagd, welke cirkels in 
die drie gevallen bij deze transformatie onveranderd blijven. 

(Dr. W. Kaptevn.) 

Opgelost door Dr. R. H. van Dorsten, Dr. W. Kaptevn, 
W. Mantel Dr. J. de Vries. 

Oplosing van W. Mantel. 

Als de toevoeging van een aecent den overgang tot het 
toegeyoegde van een eomplez getal aanduidt, kan men eiken 
cirkel door de yergelgking 

«»' + A« -h AV + B = O 1) 

aanwijzen. Deze gaat door de gegeven substitutie over in 

{a»+*)(ii»'H-i>) + A^oz + 6) {cz' -f d) 

+ A'(«' -f + B(«« -t- O . . 2). 

Kn sullen 1) en 2) denzelfden cirkel voorstellen onder de 
-voorwaarden 

a* + (A + AOe^f +Bc* -^1 ) 
^ + Aoff + A'^ + B0cl«^A I 
0» + A6c 4-AW+Bcrf = /«A' r 
i* + (A+A')W + B<l» = /MB ) 

waarvoor we ook 

2a6 + (A + A') {ad 4- hc) + 2Bcd - ^ (A + A') ( 
(A-A')H + ic) =.yu(A-A') ) 

kunnen schreven. Met betrekking tot de laatste dezer vier 
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vergelijkingen, die A, A', B en ^ bepalen, onderscheiden we 

nu de volgende twee gevallen 

1°. A = A' en dus bestaanbaar. We vinden dan door eli- 
minatie van A en B uit de drie ovengeu voor fi de vergelykiog 

d* ac — n 

bd — n <P 
ab ad-^-he ~r II cd 

die zich, kiacbtens de voorwaarde ad-^he^X ^ splitst in 

^—1 = 0, — fi{a- 4 d' + ad+he — 1) 1 = 0. 

De wortel fi = l komt in het volgende geval terug. De 
beide andere wortels zijn bestaanbaar als {a + r/)* > 4 is en 
de dubbelpunten dor substitutie dus op de bestaanbare as liggen. 
Voor de onveranderde cirkels vindt men dan de vergelyking 

bu4- b , b du — a 

2\ n = \. De drie OTerblijTende Tergelijkingen zgn nu onder- 
ling afhankelgk. Door eliminatie van A + A' en O vindt men 
nl. de derdemachtsvergelijking 3) terug, welke ff= 1 tot wortel 
heeft. Twee dezer drie vergelijkingen leveren nu de waarden 
van A+ A' en van G op; de vergelijking der onveranderde 
cirkels is 

ld — a \ b 
zz' -I- As + 1 — -^^ Aj — - = ü. 

De cirkels van het eerste geval bobben een straal nul, die 
van het tweede vormen een bundel met de dubbelpunten der 
substitutie tot basispunten. 

AAVMBRKiNa. Zoo als bekend is, vormt de lineaire trans- 

formatie $ ^ — — de uitbreiding van het begrip van twee pro- 

jectivische puntenreeksen op een gemeenschappelgken drager 
gelegen over het complexe vkik en is z|j niets anders dan de 
omgeslagen overeenkomst der weerkeerige voerstralen. Zgn 
a, d bestaanbaar, dan geschiedt het omslaan om de be- 
staanbare as. Steeds is het middelpunt van de overeenkomst 
der weerkeerige voerstralen het midden van het bestaanbare 
of onbestaanbare segment door de dubbelpunten begrensd. Met 
behulp van den cirkel , die dit segment tot middellgn heeflt en 
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do meetkundige plaats vormt der punten die alleen door het 
omslaan van plaats veranderen, vindt men de vcrkregenc uit- 
komsten gemakkelijk meetkundig. Men vergelijke Vraagstuk 
22 van deel IV en Vraagstuk 57 van deel VI. (Red.) 



Vraagstuk LXXIV. 

Bewijs, tlat dc substitutie #raa het vorige vraagstuk infinitesimaal 
is, als de moduli van 

a — I, 3, c, d — 1 
oneindig klein «Jn. (Dr. W. Kapteyn.) 

Opgelost door Dr. W. Kaftevn. 

Oplossing. 

Stelt men 

dan vyordt ^ = 

Stelt men daarentegen 

dan wordt 

te « + + 8«, — — 0», + 

lïiermee is aangetoond, dat de substitutie infinitesimaal is, 
als de moduli van a — 1,6, d — 1 oneindig klein zijn. 



Vraagstuk LXXV. 

In de vergelijkingen 

a = a^x -f czo v -f- a^z -\- a^ = o ) 

zijn ai en bi (t = i ^ 2 , 3 , 4) gegeven functies van de verander- 
lijke 1. Gevraagd de vergelijking van het raakvlak in een punt 
der door beide vergelijkingen voorgestelde rechte aan het bij ver 
andering van i door deze rechte voortgebrachte regelvlak. 

(Dr. W. Kapteyn.) 

Opgelost door Mcj. A. G. Wijthoff, Dr. W. Kaptevn, 
M. H. Spruyt en P. de Carpentier Wildervanck Jr. 
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Oplossingen. 
L We gaan uit yan den Tonn 

van de vergelijking van het raakvlak in het punt (5, q, ^ 
en berekenen de partieele differenüaalqaotienten. 

Denken we ons in de vergelijkingen a = O, 6 = 0 ook A 
veranderlijk, dan geeft partieele differentiatie naar tt («— ap, 



(ii = », II =y). 



DoB vinden we 

dó da dó da 

d^ ^'dX~^dX da_ ^dX~^'dA 

dsB 5Ï . da ' ^ Ö6 

en wordt de vergelgking van het raakvlak 

f , ^ ( ^A. V / d6 , öa\, ^ ^ 

l"' ÖA - Öa) ('-ö+h ÖA - Öa) ^-''>+l"= ÖA- *-dA)(^-»' 



of 



waarbij onder ^ en het resultaat van de invoeging van 

5 , lï , 5 voor a? , y , z in en ^4 *® verstaan is. (A. G. W.). 

oA oA 

II. Zgn 4, »j, ^ de coördinaten van een punt P der gege- 
ven lijn l en (a', = O , = 0) , {a\ ^ O , b% 0) twee op- 
volgende beschrijvende lijnen V en V% zoodat 
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is, dan zullen de vlakken Fl' en P/" door de vergelijkingen 

Toorgesteld kgn. HierToor kan men ook 
of 

schrgTen. Dus ligt de tweede hootdraaklijn in het vlak 
h'fOa — a\h^ = O en is dit, vv^ijl het ook de eerste hoofdr&akljjn 
l bevat, bet Terlangde raakvlak. (W. £..) 

Voorbeeld. Delijna,=— + 4 - A« = O, b,= * — 1 — ^=0 
brengt een hyperbolische paraboloïde voort. Yoor dit geval is 
a'c = — ^dX en b'a = 

Dus is de vergelijking van bet raakvlak 

Vraagstuk LXXVL 
Men vraagt u te bepalen ait de veigelijldng 

p{u — w) + p{u — w') + p (« — w'O = 3 p («). 

(J. C. Kluyver.) 
Opgelost door J. C. Kluyver. 

Oplossing. 
We besehouwen de meer symmetrieke uitdrukking 

P (") + p iu — O)) + p (tt — w') + P (» — 

Deze stelt een evene functie met de perioden w en w' voor, 
die slechts één twccvoudij^o pool heeft, het punt m = O in het 
parallelogram (u , w. Daaruit volgt onmiddellijk, dat deze 
functie gelijk moer zijn aan Cp (2m). Inderdaad kan men deze 
gevolgtrekking nog bevestigen door p (2«) op de gebruikelijke 
wijs naar dc polen te omwikkelen. Stelt men 

Cp(2tt) = + p(ii- w) + p(«— ü»') + 
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dan vindt men voor Lim. u = O, C = 4. De gegeven verge- 
lijking gaat dus over in 

p(2«)-pW = 0, 

of 

2» = — » + 2mw + 2m'a» , u = r . 

3 

"Wil men behalve u ook p(u) vinden, dan heeft men de 
vergelijking 

op te lossen. Onderstelt men «2, 03 bestaanbaar en den 
diseriminant der funeties positief, dan heeft deze TOigeigking 
twee bestaanbare wortels, die Toldoen aan de Toorwaarden 

twee toegeyoegd complexe wortels, ^ ^ met negatief 
imaginair gedeelte, p met positief imaginair gedeelte. 

Vraagstuk LXXVII. 

Bij wélke kromme lijnen is de macht van den oorsprong der lecht- 
hoekige coördinaten met betrekking tot den kromtecirkel in eenig 
pnnt evemredig met het kwadraat van de abscis vsn dat punt. 

(W. Maktel.) 

Opgelost door Dr. R. H. van Dorsten, W. Mantel e» 
P. DE Carpbntier Wildervanck Jr. 

Oplossing van W. Mamtbl. 

1. We stellen de raakljjn aan de gezochte kromme voor door 
de Teigelgking 

X Cos a + y Sin a = u 1) , 

waarin u een onbekende functie van a aangeeft. 
Katuurlgk wordt de volgende raaklgn dan door 

X Cos {cc + da) -|- y Sin (a + da) — u du 

voorgesteld en is 

— X Sin a + y Cos a = u' 2) 

dos een lijn door het raakpunt van 1) en omdat zg loodrecht 
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op 1) staat de normaal ia dit punt. Op dezelfde wijs biykt 

— X Cos a — y Sin a = tt'^ 3) 

de vergelijking van de normaal der ontwondene te zgn. 
Hieruit vindt men 

a) de coördinaten w Cos a — u' Sin , u Sin a + u' Cos a 
Tan het raakpunt P; 
6) den afstand Vu'* + u"* van den oorsprong O tot P; 

c) den kromtestraal i» + 1»' in P ; 

d) de macht — 2m»^ — van O met betrekking tot den 
kromtecirkei in P. 

Dus komt de bepaling der gevraagde kromme neer op het 
oplossen van de differentiaalTergelijking 

«'* — 2m*' — w* = « (it Cos a — ii' Sin 

2. Door dc substitutie «' = u Tg {<p — «), waarin de nieuwe 
onbekende (p den hoek tusschen voerstraal en abscissenas aan- 
geeft, gaat de diiferentiaalycrgelijking over in 

2^ — 1 +i»Co8"A = 0. 

da ^ 

Zij eischt vcrscliilloiide substituties, naarmate n grooter of 
kleiner dan de eenheid is. 
Voor » < 1 vindt men o. a. 

Kep. log ^ = /-t^ragTt yr^nia-e^)] - Tga 

welke uitkomst eenvoudig wordt voor n = — 3, als men = O 
of = — aanneemt; in het eerste geval is de kromme een 

ellips, in het andere is zij een parabool. 

Vraagstuk LXXVIIL 

Als r, r' cn / bij elkaar behoorende wflarden van den kromte- 
straal eencr vlakke kromme , den kromtestraal der ontwondene en 
den afstand van het krommingsmiddelpunt tot een vast punt O aan- 
duiden, is 




Men vraagt dit te bewijzen. (W. Mantel.) 

Opgelost door Dr. R. H. van Dorstek, W. Mantel, 
W. H. L. Janssen van RAAY^F.DsCAitFENTiERWiLDBRVANCKjr. 
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Oplossing van I)r. R. H. VAN Dorsten. 

We nemen O als oorsprong aan van een rechtlioekig coördi- 
natenstelsel en stellen door a; en y de coördinaten van het 
krommingsmiddelpunt voor. Wyl yoor de oatwoudeue ds = dr 
is, heeft men 

dx <Jif dp 



1) 



en dus in Terband met de betrekking 

rf» il!r\» 



ook 



2) 



1 — 



dr] J r dr 

Met behulp van de vergeigking 

dx d^x dy cPy 
dr df^^dr df^"^ ' 

die door difiereotieeren van 2) ontstaat, gaat dit over in 

(dx 

Differentiatie der tweede vorgelgking 1) geeft in verband 
met 2) nog 



3). 



ff, ft 



\dt'l ^ dr\ 



en YolgenB een bekende formule is 

dx 



dr' 



Door invoeging dezer waarden in 3) vindt men de verlangde 
uitkomst. 

Oplossing tan W. Mantel. 
In de notatie Tan het Torige Traagstnk is 
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Door difFerentiatie Tan de laatste Tergelgking yindt men 

pp' = u"r\ H- pp" + fi"V + «V. 

Men heeft dus achtereenvolgens 



f j -f- pp** pp* ff* 



en vindt door overbrenging in = -f m"* 

|/» p(pV — pV") Y , pV* 

Wordt p alB een fonctie van r aangemerkt, dan ü 

d/)_p^ d-p p"r' - p'r'\ 
dr~V' dr^~ r'^ ' 

door invoeging dezer waarden gaat de laatste nitkomst in de 
voorgestelde vergelgking over. 

Aanmerking. Voor r = u -] u" kan lueii ook ^ r = n -\- u** 
in de plaats zetten \ dit geeft geen verandering in de uitkomst. 



Vraagstuk LXXIX. 

Een lichaam draait om een vast punt P. Gevraagd de meet- 
kundige plaats der punten , die alleen centripetale versnelling hebben , 
en die der punten , welke banen beschrijven met een door P gaand 
kromtevlak. (W. Mantel.) 

Opgelost door Dr. R. H. van Dorsten, W. Mantel en 
F. DE Carfentier Wildervanck Jr. 

Oplossing van W. Mantel. 
1. We dniden door p den veetor uit het vaste pont P naar 

heid van Q, door — de versnelling van Q aan en vinden dan, 

dv 

dat Q tot de eerste meetkundige plaats behoort als p en — - reeht- 
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hoekig op elkaar etaan; in qnaternion-notatie wordt dit oitge- 
drukt door de yergelijking 

dv 

S.;^=0. 1). 

Het is bekend, dat de enelhdd van elk punt Q even groot 
ie abof het lichaam met een hoeksnelheid «i» om een zekere as 
draaide; deze *» is ook als fector op de oogenblikkelgke as van 
wenteling nit te zetten. Yoor de snelheid schrijft men dan 

f) = Yiop 2). 

Door naar den tijd te diü'erentieereu volgt hieruit 

dv „dti) _ dp 
dt dt^^ dt' 

of 

do 

— - = Yuf'p + **iY(t>p S), 

dt 

Hierin is ta' geschreven voor ^ en of » vervangen door 

haar waarde nit 2); in den laatsten term kon tevens de eerste 
y als overtollig worden weggelaten. 

Uit 1), 2), 3) volgt voor de vergelgking der meetkundige 
plaats 

Sy<tff» (Y + «tfYw/i) = O , 

of 

SYa;/>Yüi> = 0 4). 

Deze meetkundige plaats is een orthogonale kwadratische 
kegel met P tot top; zg is op te vatten als de meetkundige 
plaats van de doorsnee van twee vlakken, die door de vectoren 
w en (1)' loodrecht op elkaar kunnen worden aangebracht. 

2. Het kromtevlak van Q wordt bepaald door de richtingen 
van snelheid cn versnelling. Wijl het den voerstraal PQ be- 
vatten moet, geldt de voorwaarde 

Bpv'-f = O 
^ dt 

of, met invoering van de waarden van v en — , door 

dt 

SpYwp ( Vw'p -h itfYwp) = 0 5). 

De meetkundige plaats van Q is dus een kubisoh k^^lvlak 
met P tot top. 
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Onder de herleidingen, waarvoor 5) vatbaar ib, teekenen 

we de volgende aan. Voor den eersten terra 8olirtj?en we 
SpY , YwpYw'fj. Hierop passen we de formule 

V . YafiYyB = aS/3y« — (iSayh 
toe, waardoor hg in 8 . p(wB . pt/p — pSwa/p) of — p'Quu'p 
overgaat In 'den tweeden term Bchrgven wij — Yufp . o» voor 
tJYwpf waardoor de scalar-factor (Viap)' te voorsohijn komt en 
de term den vorm &pw(YwpY aanneemt. Das wordt de Ter> 
gelijking van liet kegelvlak 

p^Qwü'p + S/Ml» (Y wp)' = O 6). 

Hiernit volgt, dat het vlak door oi en «i»' (vergelijking Swio'p = 0) 
den kegel aanraakt volgens de oogenblikkeljjke as van wente- 
ling (Vmp = 0) en angdt volgens een loodlyn B op die as. 

Yervangt men in 6) den vorm (Ywpy door {Swpy — «uVv 
dan vindt men 

/»'(S«ift»> — la^p) + (Svp)* s O, 

of 

p^ap (Swpf = O 7), 

waarin a Y {wto' — w') een standvastige vector is in het vlak 
door w loodrocht op nm'. Uit deze vergelijking volgt, dat B 

een buigribbe is. 

Als merkwaardige doorsnedeu zijn die op te teekeneu welke 
worden ingestieden door bollen door P met w tot middellijn. 
De vergelijking van zulk een bol is p"^ = oSutp. De doorsneden 
zijn krommen van den vierdpn ^rnad, die op het symmetrievlak 
aw' een parabool tot proj(M:ii(' liohben. Verder snijdt elke om- 
wentolingskegel met w tot aa het kegelvlak volgens twee ly- 
neu, die met B in een vlak liggen. 

Aanmerking. I. De oplossing van dit vraagstuk komt o. a. 
voor in Dr. W. Scuell's Theorie der Bewegung undder Krdfte, 
Band I, Theil 11, Oap. XIV. Ia P tot oorsprong, w tot «-as 
en het vlak ujw' tot a;^-vlak aangenomen , terwijl \p de wissel* 
snelheid der oogenblikkelijke as vao wenteling aanduidt, dan zgn 

#(a!* + y« + »^ — «(«■ + y")« = 0 
de vergelijkingen der beide kegelvlakken. (M. H. S.) 

II. Wijl de oplossing van het vraagstuk in ,Si h^ll te vinden 
is , plaatsen wij alleen de quaternionen-oplossiug van den Heer 
Maittel, (Eed.) 
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Viaagatuk LXXX. 

Met betrekking tot een gegeven puntkwadrupel / = heeft 
het wiOekenrig aangenomen punt A het punt B tot poolpunt. Men 
viaagt den covariant van /, die A soo bepaalt , dat de beide kwa- 
dratische poolstebds van A en B elkaar harmonisch scheiden, in 
den vorm / en aijn bekende invarianten en covaiianten uit te 
drukken. (Dr. P. Molenbroek.) 

Opgelost door Dr. P. Molenbroek. 

Oplossing. 

Stelt men f symboliseh door <r/ « s» voor en dnidt 
men A en B door (yt, ya), aan, dan bestaat hiertne- 

schea de betrekking 

«,^,= 0 1). 

Opdat de beide kwadratische poolstelsela 

n^«=:0 , o«W»0 

eea harmonische groep vormen, moet de betrekking 

{hef = 0 2) 

(Clebsch-Lindemann , Vorl. über Geom. 1. p. 215) bestaan. 
Uit 1) en 2) heeft men nu z te elimineeren , hetgeen voert tot 

(beyiae) (dc) b^^a^^^ 0. 

Het eerste lid dezer vergelgking is de gessochte eovariant C. 
Volgens een bekende identiteit (1. c. , p. 198) is 

2 (oö) (de) a,d, « V W + V {^f — («'O*. 

Hierdoor wordt nu 

20 = 2f{acf {cdy ay'dy" — {bef {adf a/è/cy%\ 

De laatste term deser vergehjking is eenvoudig het vierkant 
van de HÉssE^sche covariant H. Verheft men de vorige iden- 
titeit in de tweede macht en neemt men in aanmerking» dat 
«, bf Cf d gelgke beteekenia hebben, dan wordt 
2 (oef (eOf a^d^" = f(eiy = 2/B 

(1. O., p. 229). Men vindt dus ten slotte 

2C = 4f S — 

= (2/*KS-f H) (2fVS - H). 
De punten A blijken dus twee groepen te zijn van de bekende 
involutie kf IH = 0\ deie vormen met ƒ en H de dubbelver- 
hoading — 1. 

Winc. Ora. , Dl. VI. 10 
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Vraagstuk LXXXI. 

Twee omwentetingskegels met ongelijke tophoeken staan op een 
horizontaal vlak. Men beschouwt nu het scheere oppervlak, ge- 
vormd door de horizontale lijnen, die de beide kegds aanraken. 
Gevraagd de dubbelkromme van het oppervlak. 

(Dr. P. H. SCHOUTB.) 

Opgelost door T. J. Allbrsua, Dr. P. H. Schovte en Dr. 
J. DE Vsns. 

Oplossing van Dr. P. H. Sohoütb. 

Zijn p en /y de grondcirkels der kegels, « en )3 hun halve 
tophoeken en is 2a de afstand der assen, dan kunnen (fig. 36) 

{x-af^f^{j^- z Tg ctf , (x + 0)2 + / = - « Tg 

de cirkels van doorsnee (P') en (Q') met het vlak op een af- 
stand z evenwgdig aan het horizontale vlak voorstellen. De 
dubbelelcmentcn van het bedoelde scheeve oppervlak zgn dan 
van vierderlei aard* 

1. We bepalen eerst de meetkundige plaats van in- en uit- 
wendig gelgkvormigheidspunt I en U der beide cirkels (P') en 
(Q')> waarvan de x bepaald is door de voorwaarden 

9 — a p — «Tg Af X — a p — «Tga 

7+"^ 9 — ^ Tg /3 ' X -\-a ^ q - e^g 73* 

Denkt men zich z veraiuloilijk , dan stellen deze veigolijkingon 
twee in het vlak ZüX gelegen gelijkzijdige hyperbolen voor, 
die gemakkelijk geconstrueerd worden. Behalve de oneindig 
verre punten van x- en «-as hebben zij de beide kegeltoppen 
met elkaar gemeen. 

2. Een tweede gedeelte van de dubbelkromme wordt ge- 
vormd door de meetkuiulige jihuits van de overige snijpunten 
li, 8, li', S' der gemeenschappelijke raaklijnen van (P') en 
(Q'). Gemakkelijk blijkt, dat deze meetkundige plaats ligt op 
den rechten cirkelvormigen cn linder -f \yjji p'[| 
en Q'R do deellijuen zijn van de supplementshoeken IR8 en 
IRTJ, is R nl. een punt van den op P'Q' als middellijn beschre- 
ven cirkel, enz. En de projectie van de meetkundige plaats 
op het 2.r-vlak is een door do kegeltoppen en liet oneindig 
verre punt der x-2a gaande kubische kromme. Want men 
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vindt voor de beide paren Tan (in- en uitwendige) raaklgnen 
de Tergelgkiagen 

y*{4«> — M») - («M- «N)»= O, y«(4i^-N^ - («N - aM)*=0, 
als men ter Terkorting de notatie 

M = (/; - r Tg - iq _ ^ Tg ^) , N = - e Tga) -^ (7 - ^ Tg j3) 

invoert ; zoodat dn projectie op het «x-vlak verkregen door 
eliminatie van y de vergelijking 

2a (a^ — a'^ -h» [{p — «Tg»)» - (j - Tg0)»] + 

+ a[(p-«Tga)»+te-*Tg/3)«l = 0 

heeft, enz. Derhalve ie de meetknndige plaats Yan de punten 
R, R', S' een ruimtekromme van den sesden graad. 

3. Verder behoort de lijn gemeen aan alle horizontale vlak- 
ken tot de dubbelplementen. De richtingscoëfficiënten der vier 
in een zelfde vlak 'L = z gelegen beschrijvende lijnen zijn ul. 

* <^-^8">^7^^-'^«^> . ^ de Toon^e, d.*de 

richtingscoöflficiënt ^ eener beschrijvende lijn een bepaalde 
waarde heeft, vier oplossingen heeft. Anders gezegd, door elk 
punt der bedoelde lijn gaan vier beschrijvende lijnen. Dus is 
de lijn gemeen aan alle horizontale vlakken een viervoudige 
lijn van het oppervlak. 

4. Eindelijk moeten wij nog wijzen op beschrjjvende Ignen 
die dubbel tellen. Zg komen ten getale van vier voor en 
gaan twee aan twee door de kegeltoppen. 

Aakmbrkiitg. L Wgi de Ign gemeen aan alle horizontale 
▼lakkoi Tierrondige lijn is van het oppervlak en in elk hori- 
Eontaal vlak vier besohrgvende lijnen liggen , is het schee ve 
oppervlak van den achtsten graad (J. d. Y.) 

II. Yoor het geval a — P vereenvoudigt zich het vraag- 
stuk en gaat o.a. een der geiykzydige hyperbolen in een reehte 
lyn over. 

Vraagstuk LXXXII. 

Te onderzoeken y of het mogelijk is aan de coëfficiënten a en ^ 
der vergelijking- 

soodanige waarden te geven , dat er waaiden « te vinden 

10» 
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zijn , waarvoor elk der vijf gevallen (acht , zes , vier , twee of nul 
bestaanbare wortels) zich kunnen voordoen. (P. H. Schoute.) 

Opgelost door W. Mantel. 
Oplossing. 

AIb de vergelijking 

+ A,tt»-i + Aatt»-» -j- . . . . + A,_ii» + A. = O . . . 1) 

louter positieve wortels heeft, kan men a;, y, « ateeds zoo 
kiezen, dat de Tergelgking 

ii*» + A,«""-* + A,*"-* 4- + A»_iii« + ^yu -I- «=0 . . 2) 

een willekeurig te geven aantal paren onbestaanbare wortels 
heeft. Om dit te bewijzen merken we eerst op , dat er nul 
onbestaanbare wortels zijn, als men « = A„_i , = O, e = A« 
stelt. Vervolgens toonen wij de mogelijkheid van het geval 
van n paren onbet-tuanbarc wortels aan, door op te merken, 
dat de wortels de abscissen zijn van de snijpunten der kromme 
lijnen 

= u*» + A,«**~- -f A^/*^'*-* -f . • . -h A«_ïU*. ... 3), 
— p = xw^ 4- -f 2 4) , 

waarbij door » en v abscis en ordinaat zijn aangewezen. Nu 
is de kromme 3) een parabolische kromme met naar boyen ge- 
richte oneindige takken en is er dus een lijn evenwijdig aan 
de ;/-as aan te wijzen , waar beneden geen bestaanbaar punt 
der kromme ligt; onder deze lijn kan een parabool 4) geplaatst 
wordpn. Wijl alle snijpunten dan noodzakelijk onbestaanbaar 
zijn, zijn de abscisson dit dan ook (want het geval van onbe- 
staanbare snijpunten met bestaanbare abscis is blykens den 
vorm der vergelijkingen uitgesloten). 

Van het geval van 2n bestaanbare wortels gaat men tot dat 
van 2« onbestaanbare wortels over door z vloeiend te 

veranderen. Hierbij beweegt eii vervormt de parabool 2) zich 
op vloeiende wijzo zoo, dat zij haar snijpunten met 1) bij paren 
verliest. Want het geval, dat er twee paren zouden verdwij- 
nen op hetzelfde oogenblik kan, wijl men over meer dan een 
nl. over drie parameters beschikt , klaarblykelijk vermeden 
worden. 

Aanmerking. In geval de coëfficiSnten Ai , A^ .... Am— » 
van de vergeigking 2) ontleend aijn aan een Tergelgking 1) 
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met louter positieve wortels, zal de eliminatie van m uit do ver- 
gelijking 2) en haar afgeleide de vergelijking van een ontwik- 
kelbaar oppervlak doeu kennen, dat de ruimte verdeelt in 
fi + 1 deelen , beantwoordende aan 0 , 1 , 2 , . . . n paren van 
bestaanbare wortels (vcrgelgk het ZUtrngsverslag der Vergade- 
ring van 27 Hd 1893 van de Kon. Akad. Tan Wetensch. te 
Amsterdam). (Bed.) 



Vraagstuk LXXXIII. 

Een driehoek te oonstrueeren , waarvan gegeven zijn de basb 
BC f de hoogtelijn AD en de lijn A£, die den tophoek A midden- 
doordeelt. (]. W. Tesch.) 

Opgelost door Mej. A. G. Wijthoff, T. J. Aixersua, Dr. 
R. H. VAN Dorsten , F. F. Leupen, W. Mantel, M, H. Spruyt, 
J. J. Stoel, J. W. Tesch, H. de Vries, G. J. van de Well en 
P. DE Carpentier Wiu)ervanck Jr. 

Oplossing wm F. F. Leupen en J. J. Stoel. 

Zij a de gegeven basis, h de hoogte en m de deellijn van 
den tophoek. Construeer dan een rechthoekigen driehoek AFIF 
(fig. 37) met AE = m tot rechthoekszijde en AT) = h tot hoogte- 
lijn op de schuine zijde, dan is het midden U van EF het mid- 
delpunt en GA de straal van een cirkel, die dep omgeschreven 
cirkel van den gevraagden driehoek rechthoekig snijdt. Richten 
wij dus in A op AG eene loodlijn AH = a op , beschrijven we 
op die lijn als middellijn een cirkel, trekken wc in dien cirkel 
de middellijn IK, die door G gaat, en maken we Gü = GI 
ea GC = GK , dan is ^ ABC de gevraagde driehoek. 

Aanmerking. Het Yraagstuk is onmiddellijk terug te bren- 
gen tot het geval, dat gegeven zijn a, A en het verschil O — B 
der hoeken aan de basis. Hiervan komen verschillende op- 
losnngen Yoor In 

J. Petersen's Methoden und Theorien^ blz. 61, 

£. E. Müllbr'b Comtructionsaufgabm (Klbybr's EncydO' 

pëdie)^ vraagstuk 828 op blz. 110, 
Brockmah's MateriaUen zu DreieckskonstnAtionen , no. 23, 

blz. 28. 

Deze sollen eehter waarschijnlgk niet eenvoudiger zijn dan 
de bovenstaande. 
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Vraagstuk LXXXIV. 

Een vlakke kubische kromme is bepaald door drie paren van 
toegevoegde punten, die tot hetzelfde MACLAUiUN*sche stelsel be- 
hooren. Men vfaagt deze kromme te construeeren , als alle drie 
puntenpaien toegevoegd imaginair zijn. (H. os Vries.) 

Opgelost door H. de Vries. 
Oplossing. 

Zijn (A, A'), (B, B'), (C, C') de drie gegeven paren, dan zijn 

(BC , B'C') = A, j (CA , CA') = B, j (AB , A'B') = C, ) 
(BC, B'C ) = A,' i (CA', CA ) s B,' j (AB , A'B') » C/ J 

drie nieuwe paren van Hetzelfde steleel. Zijn nu de drie oor^ 
spronkelijk gegeven paren toegevoegd imaginair en dus be- 
paald als de dubbelpunten van drie elliptische involnties op 
drie bestaanbare Ignen a, 6, c, dan zgn de paren (A, , A/), 
(B|, B/), (C| , O,') toob bestaanbaar en gemakkelijk te con- 
strueeren. Omtrent deze oonstructie vergelijke men ton Staüdt, 
BeitrSge zur Geometm der Lage , erstes Heft § 7, N^. 118 of 
Vereffen en mededeeüngen y 2^ reeks, deel 18, blz. 136. 

Hiermee is de vraag temggebraobt tot bet constraeeren eener 
vlakke kubiacbe kromme, van welke drie bestaanbare paren 
van toegevoegde punten gegeven zgn. Verder kan men 
Schröter's leerboek j^Die Theorie der ébenm Kurven driUer 
Ordnung** raadplegen. 

Vraagstuk LXXXV. 

Men vraagt de meetkundige plaats der ponten, waarvoor de som 
van de kwadraten der afstanden tot de hoekpunten van een gege- 
ven viervlak standvastig is. (Dr. J. de Vries.) 

Opgelost door Mej. A. G. Wijthoff, F. F. Leupf.n, W. H. 
L. Janssen van Raay, J. J. Stobl, M. H. Spruyt en G. J. van 

DB WeLL. 

Oplossingen. 

I. Is O het zwaartepunt van het viervlak ABCD en P een 
punt der meetkundige plaats, zoo heeft men, volgens een be- 
kende eigenschap de betrekking 

PA» + PB» + PC» + PD» = O A» + OB» + 00» + OD» + 40P». 
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2»[u ib, volgens het vraagstuk 

PA^ + PB'^ + PC' + PD2 = standvastig a"' , 

OA*+OB»+OC» + OD=»= bekend =h'i 
dus 

OP = i Va' — 6^ 

De meetkundige plaats is das een bol, welks middelpunt 
samenYalt met het zwaartepimt yan het viervlak , enz. 

(G. J. V. D. W.) 
JI. Stelt men de coördinaten Tan de hoekpunten door 

(*!» *i) («^ï ya» «») («i> yi» Ml («4» y4» «4) ▼o^» ^ 

de Tergelijking van de meetkundige plaats 

S KX - x,r + (Y - y,) + (Z - = C» 

of 

4X' + 4Y'H- 4Z»— 2X S^r, - 2Y Sy, — 2Z S^, = 

111 
444 

Stelt men S o?! — O , E = 0 , 2 » O en neemt men dus 

den oorsprong in het zwaartepunt van het viervlak aan, dan 
gaat de vergel^king over in 

X=» + Y*-fZ»=C,^ 
De meetkundige plaats is dus een bol met het zwaartepunt 
van het Tiervlak als middelpunt. (A. G. W.) 

Vraagstuk LXXXVI. 

Op de zijden a, if, c van een driehoek ABC zijn drie projec- 
tieve puutenreeksen gegeven. Als P, Q, R overeenkomstige punten 
dier reeksen zijn, vraagt men het stelsel der kegelsneden, die a 
en ^ in P en Q aanraken en door R gaan, te onderzoeken. 

(J. Neuberg.) 
Opgelost dffor W. Bouwman en J. Neuberg. 
Oplossing van W. Bouwkaf. 

1. We maken gebruik van driehoekscoördinaten met ABC 
tot assendriehoek en stellen P, Q, R voor door de vergelij- 
kingen 

fg=.0 ) y = 0 j « = 0 j 
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Het projectief verlMuid bepalen we door de Tergelijkingen 

Stelt («iT + Oiy + a^^y^^ = O de kegelsnee voor, die a en 6 
in P en Q aanraakt en door B gaat, dan gelden de voor- 
waarden 

X *33 «33 «IS ^3 2 O 1 n 

X = — = — , fi = — = — , a^iv — iSaijv + a.^ = U. 

Onder deze voorwaarden wordt de vergelijking der kegelsnee 
X^si'-^ nW + X^vz^^ 2Xii\yz + 2X'nvzx + (X^v^M^y = O . . 3). 

Dus geeft eliminatie van ^ en i/ tusschen dese vergelijking 
en de beide verwantscbapsvergelijkingen 1) een vergel^king 
waarin de parameter X tot den zesden graad opklimt; andere 
gezegd , door een willekeurig ptmt {x^ , $\ , ^^i) gaan z€B der 
kegelsneden. 

2. Ten einde na te gaan boeveel der kegelsneden de wil- 
lekeurig aangenomen recbte lx -\- my -\- nz =^ O raken , stellen 
we in 3) voor de waarde — ^ {lx + my) in de plaats. Hier* 
door vinden we na eenige herleiding 

Oi - A»)« j4Vv (/|tt — «) (wA - «) + f«« 0« — Xv)'! = 0. 

Aan deze voorwaarde ie op twee w^zen te voldoen. 

Eerstens door n — Av = O te stellen, wat een voorwaarde 
is onafhankelijk van de aangenomen rechte lx -\- my 4- W2 = O 
en dus op kegelsneden slaan moet, die alle mogelijke rechten 
aanraken. Werkelijk is n — Xv = O de voorwaarde, die uit- 
drukt, dat P, Q) R op een recbte liggen. Dat de factor 
tl — Xv in het viericant voorkomt, drukt uit, dat deze oneigen- 
Igke kegelsneden dubbele oplossingen vormen, wat dan hier- 
mee in verband zal staan, dat ze tweemaal door R gaan. 

Ten tweede door 4X/uv (//u — w) (mX — n) -f (/u — \vY = O 
te stellen. Door eliminatie van fx en v uit deze vergelijking 
en de beide vergelijkingen 1) vinden we weer een vergelijking, 
die in X van den zesden graad is. Aan elke rechte raken dus 
stês eigenlijke kegelsneden. 

Aanmerkingen. 1. De voorwaarde, dat een der kegelsne- 
den de lijn z — O aanraakt , is (/^ -|- Xv)' (/u — Xv)* — 0. De 
tweede factor levert de drie boven gevonden ontaardingen op, 
terwijl de eerste factor drie eigenlijke kegelsneden doet ken- 
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nen. Ook deze drie zyn dubbel te tellen, wijl ze tweemaal 
door K gaan. 

IL De oyerige ontaardiogen worden opgeleverd door de on- 
derstelling \s=0 {b met een lyn door C), ft — Q (a met een 
Ign door O) v = O of v s od (a en fr). 

Oplossing van J. NBUBBita. 

S. We stellen de drie puntenreeksen door (P), (Q), (R) en 
een kegelsnee uit de reeke door (I'QK) voor. De karakteris- 
tieken der reeks (aantal kegelsneden door een gegeven punt, 
aantal kegdsneden rakende aan een gegeven reohte) noemen 
we A en ^. 

4. Bepaling van X. Is D (fig. 38) een willekeurig punt , 
dan beschouwen we eerst de reeks der kegelsneden (PQD) , 
die a en 6 in dc overeenkomstige punten P en Q van (P) en 
(Q) aanraken en door het vaste punt D gaan. Het aantal 
malen, dat de kegelsnee (PQD) door het overeenkomstige punt 
B gaat, staat nauw met A in verband; derhalve zoeken we 
het' aantal ooTneidenties van B met een der twee snijpunten 
tï,, Na van (PQD) en 

Nemen we B aan, dan sijn P en Q bepaald en vindt nnen 
een enkele kegelsnee (PQD); dus komen met een gegeven 
punt B twee punten N overeen. Nemen we N| aan, dan is 
het sngpunt S van N,D en PQ bepaald. Wijl nl. de drie 
kegelsneden (a, 6), (PQD) en de Ijjn PQ dnbbelgeteld tot een 
aelfden bundel behooren, is S een der dubbelpunten van de 
involutie bepaald door de beide paren (A', B'), (N|, D). En 
daar de verbindingslgn PQ vaa de overeenkomstige punten P 
en Q van (P) en (Q) een kegelsnee omhult en uit elk der 
beide punten 8 twee raaklgnen aan deze getrokken kunnen 
worden, komen met een gegeven punt N| vier punten B over- 
een. Dus bestaat er tussohen de punten B en N een overeen- 
komst (4, 2) en zgn er volgens het oorrespondentiebeginsel 
van Orablbb zes eoltaddenties. 

Wfjl er geen oneigenlyke kegelsneden (PQB) voorkomen, die 
door aXU punten van het vlak gaan , is X <= 6. 

5. Bipaiüig van /«. We trekken door D een willekeurige 
reohte d en bepalen nu het aantal kegelsneden, die d aan- 
raken. 
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Door D gaan zes kegelsneden der reeks, die op d zes tweede 
angpunten £ bepalen. Omgekeerd komt met elk willekeurig 
aangenomen punt E van d een zestal punten D oyereen. Dus 
bestaat tusschen de twee snijpunten D en E van d met de 
kegelsneden (PQR) een overeenkomst (6, 6) en zgn er twaalf 
coïncidenties. 

In de reeks (PQR) komen drie dubbeltellende kegelsneden 
voor, die alle Ignen aanraken, nl. de drie ontaardingen in een 
dubbel getelde Ijjn. Dus is /ti = 6. 

Aanmerking der uedactie. Door dualistisohe omkeering 
gaat het vraagstuk over in het volgende : 

„De hoekpunten A, B, C van een gegeven driehoek zijn 
do toppen van drie projectieve stralenbundels. Als r 
overeenkomstige stralen dier bundels zijn, vraagt men het stel- 
sel der kegelsneden, die en ^ in A en B en r ergens aan- 
raken, te onderzoeken." 

Neemt men aan, dat A en B met de onbestaanbare cirkel- 
punten in het oneindige samenvallen, dan wordt dit op zjjn 
beurt: 

, Gegeven een cirkel (O) en een punt P. Men neemt op 
den cirkel een reeks van punten» om het punt een daarmee 
projectieven bundel van stralen aan. Als Q en 9 overeenkom- 
stige elementen dezer projectieve stelsels zijn , vraagt men de 
reeks van cirkels (Q, 9), die Q tot middelpunt hebben en q 
aanraken, te onderzoeken." 

Uit de vorige oplossingen blijkt, dat de bedoelde reeks van 
cirkels eveneens de karakteristieken 6, 6 heeft. 

Waarschijnlijk is het vraagstuk in dezen vorm het gemak* 
kelijkst op te lossen en kan men hiervan o.a. gebruik maken 
bjj de bepaling van de omhullende der kegelsneden (PQR). 



Vraagstuk LXXXVII. 

yLsa vraagt de veigelijking der kromme, waarin een dikel- 
doorsnee van een elliptischen cylinder bij ontwikkeling van den 
cylinder op het platte vlak oveigaat. (M. d'Ocagnb.) 

Opgelost ihor Mej. A. G. Wijthoff, M. d'Ocaokb en F. 
DB Carpentier Wildbrvank Jr. 
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Oplossing fan M. D'OcAaNE. 

1. We onderstellen, dat de ontwikkeling des eylinders plaats 
YÏndt op het raakvlak xBf (fig. 89), dat evenwgdig is aan de 
groote as AA' der loodrechte doorsnee ABA', waardoor het 
Tlak ADA' der drkeldoorsnee gaat. Terwgl de boog BP der 
ellips sich als BF op de «-as afzet, zal M'P', de ordinaat van 
het punt M' , waarmee BI na ontwikkeling samenvalt, aan MP 
gelyk blgven. De coördinaten van H' sgn dan 

X — elliptische boog BP, y = MP. 

Zijn Xq en ya de coördinaten van P met betrekking tot de 
asson OA en OB , stelt k den sinus van den hoek tusschen het 
vlak ADA' van de cirkeldoorsnee en het vlak ABA' voor en 
duidt r de lengte aan van £D, dan is achtereenvolgens 



Hieniit rolgt de differeoMaalTergelijkiDg 



der gevraagde kromme; in vereeniging met de voorwaarde, 
dat y = r met x = O overeenstemt, bepaalt deze vergelijking 
de kromme volkomen. 

2. Stellen we — y* = r^i^, dan gaat de differeotiaalver- 
gelijkiDg over in 

r Vl — k^ . 

dx^ — dt 

k Vi — i* 

en dus als T de integraal van de laatste break aangeeft 

rT ^ 

^ . — y + O, 

waarin de constante C door de juist genoemde voorwaarde 
bepaald wordt. Met behulp van de substitutie t = 8n u , A ) 
wordt verder 

T=jdn^u, k)du 
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cü dus (volgons Ualpuën, deel I, biz. 45) 

J pv — c 

omdat de betrekkingen 



gelden. Bovendien is (Tolgens Halphbb, t a. p. bIz. 37) 

r.(njL, '\ * (^3 - (^3 — 

— ^ 

Dub vindt men 

pi> -_e^ _ ^ - p (v + w') — f>, _ + «./) + g| 

en derhalve ook, na invoeging in T, 

* l^e, — «3 y - «3 

Merkt men nu op, dat de hier voorkomende volkomen 

overeenstemt met de door Tannehy en Molk in de noot onder 
op bladzg 202 van hun werk {Théorie des fonctious elliptiques) 
gebruikte b^s, dan blijkt, dat uit de op blz. 191 van dit werk 
aangevoerde formule XII5 de betrekking 

volgt. Dus wordt st eindeijjk bepaald door de vergelijking 

3. Wat y aangaat heeft men 

y = rVl ^ = r cn («, A) = r l/^ill^. 

\ po — €3 

Wijl po oneindig wordt voor v = O, vindt men, dat 3' =r wordt 
voor V = 0. lJus moet voor v = O ook x = O zijn. Daar 
^1^3 = 1/3 is, toont de vergelijking ^(f + Wj) = + m aan, dat 
$0 nul moet zijn. Dus is x — C' en moot C' = O gesteld 
worden. Derhalve zijn x en y uitgedrukt door de vergelijkingen 

« = — r ^ , y >• 1/ • 
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Aanmerking. Volgens een bekende stolling (zie Bulletin de 
la Sociétê ynath. de France^ deel 21 , blz. 85) brengt de ge- 
zochte kromme door draaiing ora de x-m een omwentelingsop- 
pervlak voort, dat op den bol ontwikkeld kan worden. 



Vraagstuk LXXXVIII. 

Indien men in de naderende breuk van een kettingbreuk het 
ifde wijzergetal vervangt door kleinere geheele getallen, zullen de 
daardoor verkregen breuken (fractions convergentes intermtóüurts) 
dichter bij de kettingbreuk gelegen zijn (of meer van deze ver- 
schillen) dan de n — i*"' naderende breuk als het wijzergetal vervan- 
gen is door een ander getal grooter (of kleiner) dan de helft van 
dit wijzergetal. Men vraagt dit te bewijzen. (C. vau Aller.) 

Opgelost doitr C. tan Aller en T. J. Allersma. 

Oplossing van O. tan Allbb. 

Noemen we K de waarde van de kettingbreuk, a» bet n^^ 

cc dC 
wijzergetal, de naderende breuk en zij verder de 

breuk, die uit de n^» naderende breuk ontstaat, als het n^^ 
wijzergetal met iiet gebeele getal k wordt Terminderd. Yie stel- 
len DU de Traag, welke waarden nog aan k kunnen gegeven 

Cc'n 

worden, opdat —- dichter bij K (echter aan de andere zijde) 

gelegen zy dan gedachten te bepalen, zullen 

p»—i 

we aaonemen, dat » oneven is; er moot dan worden voldaan 

aan de ongelijkheid 



of 



dat is 



(■=-S-ls-i:j<te-s)-(''-a' 
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No is 

a. «'» (tn a. — kan-i 



Pn p\ f3. -A/3. -1 i3,.(/3«-A/3„_i)' 

Noemen we verder ^„4.1 het volledige quotiënt van de deeling, 
waaruit het wijzergetal 0,4-1 als benaderd quotiënt gevonden 
wordt, indien de verhouding K : 1 door opvolgeade deelingea 
in een kettingbreuk ontwikkeld wordt, dan is 



Met behulp dezer gelijkheden gaat de ongelijklieid 1) over in 



2 Jc ^ l 



en hieruit Tindt men gemakkelqk , dat k moet ?oldoen aan de 
Toorwaarde 

2*<# — -r- 2). 

Pii^l q»+i 

Hoewel n one?en is ondersteld, geraakt men toeh tot dezelfde 
voorwaarde, als n even is, waarvan men zich gemakkelgk kan 
overtuigen. 

Aan de ongelgkheid 2) zal na worden voldaan als k zoo 
wordt gekozen, dat 

2^ ^ O. — 1 

&u 1 

is, daar > o. en < 1 isj het is dus voldoende, 

dat k kleiner dan de helft en bggevolg — k grooter dan de 
helft van het wgzergetal a» zg. 

Op geheel overeenkomstige wjjze wordt het tweede gedeelte 
van de opgegeven stelling bewezen. Men vindt, dat de brenk 

^ meer van de kettingbreuk verschilt dan de voorafgaande 

P M 

naderende breuk ""^ onder de voorwaarde 

Pn-l 

^>f'—^^ 3). 

Aan deze ongelijkheid zal worden voldaan als 2i4: ^ -f 1 is, 

daar a, + 1 > " > — is; k moet dos groo- 

p»-i p»-i q»+i 
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ter zijn dan do helft Tan het wgsergetal On en bijgevolg ^-—it 
kleiner dan de helft. 
Némen we een voorbeeld tot toepassing. 

ir= {8, 7, 15, 1, 292, 1, 1, . . .| 

heeft tot naderende breuken 

3 22 333 355 103993 
— — enz 

1 ' 7 ' 106 ' 113 ' 33102 ' 

22 

Men wil de bieuken vinden, dichter b(| ir gelegen dan 

en waarvan de noemers kloiner dan 106 zijn; de bewezen stel- 
ling zegt, dat men daartoe het wijzergetal 15 moet vorvfingeu 
door een der getallen 8,9.... 14. Men verkrijgt dan de 
breuken 

179 201 223 245 267 289 811 
57 * 64 * 71 * 78 ' 85 ' 92 ®" 99 * 

22 

ze zgn alle < «r, terw^l — >ir is. (Onder de opgenoemde 

breuken bevindt zioh ook de verhouding 3|<f, reeds door Ar- 
CRIMBDR8 gevonden). 

Opmerking. Men vindt o.a. in 8krket's Cours (V Algèbre 
supérieure en Lobatto's lessen der Hoogere Algetra, bewerkt 
door A. K. IvAHUSE.v dn vraag opgelost: „De beide breuken 
te vinrlen, waarvan de noemers niet grooter zijn dan een gege- 
ven getal en die zoo weinig mogelijk in den cenen of den an- 
deren zin verschillen van eene gegeven verhouding." Bij de 
oplossing dier vraag blijft het echter onbeslist, welke van do 
gevonden breuken het nauwkeurigst is. Het zal duidelijk zijn , 
dat daaromtrent nu eene beslissing kan genomen worden. In 
een enkel geval kan er nog onzekerheid overblijven, nl. het 
geval, dat er sprake is van een tusschengelege n naderende breuk, 
die berekend is juist met de helft van een even wijzergetal. 
De bewezen stelling zegt niets omtrent zulk een breuk, we 
zullen haar voor dit bijzonder geval nog aanvullen. Is dit ge- 
schied, dan ia men tevens in staat een rij van breuken met 
opklimmende noemers ie vormen , die in toenemende mate de kef- 
tingbreuk benaderen ^ en waarvan elke breuk de eigenschap bezit, 
dat zij minder van de kettingbreuk verschilt dan icdert andere 
breuk ^ waarvan de noemer kleiner is dan de noemer van de 
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hreuk^ die m de bedoeide onmdddUfk op de heeehmtwde Itteuk 

POljft, 

By het nader ondenoek Tan het zooeven aangestipte bgson- 
deie geval sullen we voor het gemak der bespreking de na- 
derende breuken, die met de volledige wjjsergetallen worden 

berekend, noemen naderende breuken tfon de orde. De 
breuken, die met de verminderde wijzergetallen worden bere« 
kend, zullen we noemen naderende breuken van de 2^^ orde^ 
als zij minder van de kettingbrcuk veraehillen dan de onmid- 
dellijk voorafgaande naderende breuk van de l^^ orde, en in 
het toongestelde geval naderende breuken van de 3<^e orde, 
In de zoo straks bedoelde rij van breuken komen dus de na- 
derende breuken van de orde niet voor. Wc hobben nu 
de vraag op te lossen, of de naderende breuk, berekend met 
de helft van het wijzergetal a„, indien dit een even getal is, 
van de tweede of van de derde orde is. De ongelijkheid 2) 
geeft te kennen , dat de bedoelde breuk nog van de tweede 
orde zal zijn , als aan die ongeljjkheid nog wordt voldaan door 
k = te stellen, dus als 

"fl Z » 



of als 



en dus 



1 ^ /3.-a 



qm+i > 4) 

is. Op dezelfde wijze besluit men uit 3), dat de te onderzoe- 
ken breuk van de derde orde zal zgn als y^ + i < ^""^ is. Het 

p» — 3 

is nn zeer gemakkelijk te onderzoeken of de ongelijkheid 4) al 
dan niet plaats vindt, als nog enkele wijzergetallen van K 
volgende op het w^zergetal a» bekend zgn. Immers is 

jSj»— 1 , - 
p^** K-ii • • • «al ; 

door deze betrekkingswijzers onderling te vergelijken , kan men 
dadelijk beslissen wclko der kottingbreuken het grootst en dua 
van welke urde de te onderzoeken breuk is. Men besluit bv. 
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dat de bedoelde breuk een nadeiende breuk van de iweedê orde 
is alt «WH-i >0n-i is; in het ge7al dat a»^isa,.| is ik 
«b^t < u; in bet geval dat 0.4.1 = a._i en 0,^.9 as ïa 
ak a«+s >0»-s is» enz.; hoogitens kan men tot het nemen 

eener beslissing n — 2 wijzergetallen van K volgende op 
noodig hebben; dikwi|l8 aal ook één wijzergetal voldoende sgn. 

011—1 

Mochten alle wijzergetallen van — overeenstemmen met 

Pm-% 

de eerste n ~ 2 wgaergetallen van ^.^.i, dan sjj men indacht 
tig, dat men voor het wgzergetal, dat men zieh in de betrek- 

kingBwjjzer van ' ~ als volgende op oj aanwezig kan den- 

ken, niet 0 doch oo kiest; iets dergelijks boude men in het 
oog als K meetbaar is en het aantal wijzergetallen yan q^^i 
minder dan m — 2 bedraagt 
Kernen we nu nog een paar voorbeelden tot toepassing. 

I. Wdke i9 de emwudigste brèuk, mmier pan w ter- 

365 

ithüt dan 

355 

De naderende brenk, die volgt op — - , wordt berekend met 

113 

het wijzergetal 292; de breuk, die berekend wordt met de 
helft van dit getal is een naderende breuk van de tweede 
orde, want 

|1, I, . .1 >ïl, 16, 7j. 

Men vindt dus als antwoord op de gestelde vraag de breuk 
52 1 63 

yg^^; op deze breuk volgen in nauwkeurigheid de naderende 

breuken overeenkomt nde met de wijzergetallen 147, 148,. ...292. 
J>oor de proef te uemen vindt men 
355 

— — r = 0,000000 2667 . . . 
62163 

w — rrrr^ = 0,000000 26Q2 , . . 
10004 

II. Gevraagd de naderende breuken van de tweede arde te 
bepalen voor Y 15. 

Ifen vindt door ontwikkeling van y 15 in een kettingbreuk 

1/16= |3, 1, 6, 1, 6,..|. 
Wms. Ofo., dl V(, U 
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8 


4 


16 


19 


23 


27 


31 


1 


1 


4 ' 


5' 


6' 


7 


8 



4 
1 



Dat men nog naderende breuken van de tweede orde TÏndt, 
als men elk wgsergetal 6 door 5 of 4 vervangt, is reeds be- 
kend; onderzoeken we nn de yervanging van 6 door 3. Men 
heeft, inet het oog op de yervanging van het derde wijsergetal 

ni6t het oog op de vervanging vaii het vijfde wijzcigctal 
Jl, 6, I , 6 , , .| > p , ü, 1 , co I enz. 

Als men dns een wgzergetal 6 door de helft vervangt, dan 
zgn de overeenkomstige naderende breuken nog van de tweede 
orde. De rij bedoeld op bladz. 159 onderaan wordt dus hier 

120 151 182 213 244 

81 * 39 ' 47 ' 55 33 

Telkens is een streep geplaatst tot afscheiding van de breuken, 
die grooter en die kleiner dan 15 zijn. 

III. De naderende breuken- van de tweede orde te bepalen 
voor 17. 
Men vindt 

V\l 14, 8, 8, 8, 8,..! 

Vooreerst kan elke 8 worden vervangen door 5, G of 7; indien 
men de eerste 8 door de helft vervangt, dan komt daarmede 
een naderende breuk van de derde orde overeen, want 

f8,..,}<oo. 

Als de tweede 8 van den betrekkings wijzer door 4 vervangen 
wordt, dan vindt men daarbg een naderende breuk van de 
tweede orde, want 

Als de derde 8 van den betrckkingswijzer door 4 wordt ver- 
vangen, dan vindt men daarbij weer een naderende breuk van 
de derde orde, want 

|8, 8, 8...K |8, 8, 00 |. 

Zoo vindt men bij de vervanging van het periodiek wysergetal 
8 door de helft beurtelings naderende breuken van de derde 
en van de tweede orde. De rg van breuken op bladz. 159 
onderaan bedoeld is ten aanzien van y 17 

21 25 29 331186 169 202 m 26811373 1641 1909 2177 
5*6' 7" ' 81 33 ' '41 ' 49 * 57 ' ^5 | 333 ' 398 ' 463^' 528" , 



enz. 
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De breuken grooter dan V^17 en kleiner dan yil zijn weer 
door strepen van elkaar gescheiden; in de TiJcken, die daar- 
door ontstaan, vindt men beurkelingi vier en vgf breuken. 
De laatste breuk in elk vak is een naderende van de eerste orde. 



Vraagstuk LXXXIX. 
Men viaagt het bewijs van de identiteit 



— l)(^— 2) • — — 2)...(^ — >t) 



{^-l)i^-2) {é^i) • 

(C. VAN AlXER.) 

Opgelost door C. vam Aller , T. J. Allebsua £h Dr. C. Stolp. 

Oplossing van O. van Aller en T. J. Allersha. 

De formule blgkt juist te zijn voor it » 1. We onderstellen 
nu, dat ze geldig is voor een zekere waarde van en bewgaen 
dan, dat ze nog geldt, als k met een eenheid verhoogd 
wordt. Vervangen we daartoe a door u + 1 en 6 door ft ~ 1 , 
dan verkrijgen we 

1 I 11 ' 1 (^ y" + ^)^^+ ^^ I /^^\(« + 2)(«+3)...(a-}-A;+l) 



^{6 -f a) (ó -f a — 1) (M-o — M-l) 

(6^27(^— 3) .... (6 — ü? — 1) ' 

a 4- 1 

Vermenigvuldigen we ou beide leden met ^ en tellen we 

er dan de voor een zekere waarde van k als geldig aangeno- 
men identiteit bij op, dan vinden we 

/A; + 1\ a + 1 (k + l\ (g +l) ('^ + 2) 



p-t-l\ (a + l)(<^4-2)...r2+A 
\t+ 1)(A~2)...(A— i 



1) (* — 1) (6 — 2). . .(6 — *f — 1)* 

Deze vergelijking ontstaat uit do te bewijzen vergelijking, als 
l- door k -|- 1 wordt vervangen ; daar ze juist ia voor k = 1 , 
geldt ze voor elke gehoele waarde van k, 

U* 
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Vraagstuk XC. 

Men vraagt de som te bepalen van de eindige of oneindig voort- 
loopende reeks jr,, .> 

,0. als— = 5^13, 

^ als =^-±-^ . ^'^^'^^ en * een geheel getal is. 

(C. VAN Aller.) 
Opgelost door C. van Aller en W. Mantel. 

Oplossing. 



• 

of 



XJit ^!LïL = 'l± l volgt (i» -h fi) tfn+i + y- , 



SteUen we hierin achtereenvolgens n gelijk aan 1 , 2 , n . . 
en tellen we de verkregen gelijkheden samen, dan vinden we 

n = m 

of 

In het geval, dat 7/„ + i = 0 is en dus de reeks een eindig 
aantal termen heeft , verdwijnt de laatste term in 1). Is de 
reeks oneindig voortluopeud en convergent, dan is lim. iff|fii = O 
voor m = 00 . In beide gevallen is dan 

Sv« — — 7 y. •••••• */• 

^* ^ — a - 1 ^' 

Tot de convergentie van de reeks wordt geeischt j3 — « — 1 >0. 

Voorbeelden. 1. Om de FATLEii'sche identiteit {zie DB 
LoNGCHAMPs' Algèbre p. 5) te bewijzen, moet de som bepaald 
worden van 

»(«+l)(a; + 2)...(a; + .v) + (a:-hl)(a; + 2)..(a;-i-y-l-l) + ... 

Indien we stellen 

y„ = (j^ + » — 1) (« + ») . . (« + y + « — 1) I 
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dan is 

y»+i X + y + « 
y„ a? — 1 + n * 

zoodat hier de formule 1) toepaeselgk ia. De reeks heeft z + l 
termen ; substitaeeren we du in 1) a = op + y , /3 = 1 1 
ms«-f 1, dan Terkrggen we 

X — 1 « + « «-l-e 4f — 1 

of 

S= ^-^[(x + ^)(x + c + l)..(«H-y+^ + l)-(x-l)^(a;+l)..^^ 

2. Als 0 een geheel getal is, dan aal 

a O (a — 1) a(a — \) {a — 2) _ a 



b 6 (6 + 1) 6 (6 + 1) (6 + 2) 6 -f a — 1 

agn^ want door te stellen 

y = l- lY-l «(^-l)*>-(«->' + l) 
^" ^ * 1). — 1) 

wordt 

en men vindt uit 2) 

g 3 a a 



16 ó+a — 1 

3. Met behulp van 2) vindt men onmiddellgk de Tolgende 
bekende uitkomsten: 

1 1 11 



o(o + d) (a + ^)(a + 26) (a + 2ó)(a + 36) o6' 



a (« + ft) (« + 26) (a + 6) (a 4- 26) (a + 36) ^ * * * 2a6 (a + 6f 

_a O (g + a (a + c) (a + 2c) ^ « 6 ^ -U 



^. Onderstellen we nu 



{k een geheel getal) ... 3). 
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Bescliouwen we de reeks ^l , . .y welke zoodanig 

wordt aangenomen, dat 

«-ha 
. ■ = en *, = y, 

is; Toor dese reeks geldt Tolgens 1) 



«SM 



We zullen het verschil V berekenen, dat bij ?i + + • • • *«* 
moet gevoegd worden , om -f 4- . . . te yerkrijgen. Uit .. 
3) leidt men af 

k(n -\- a) 

(« + 0)y»+i = (« + «)yi.+ -z^r~^9n^ 

Verder is 

(n + j3) 2'« + i = (»-ha)^», 
waaruit door aftrekking volgt 

^ (« -I- a) 

{» + p) — = (» 4- «) (y» — + —7 — y»! 

of 

(«+i3)(y. +i)=(n+j3— l)(y,— ^,)~(/3-a- l)(y»-^«)+— - 'y»- 

Geven we aan n achtereenvolgens de waarden 1 , 2 . . . m 
en tellen we de verkregen gelijkheden samen, dan vinden we 



(m + /3) (y„ + 1 - ^« + 1) = - O - « - 1 ) V + V ^-""y. , 



i »+7 



en das met behulp van 4) 

n = m - n — in 

^ /3 »» + P . ft V" + 

Zoowel ïn het geval dat ^„-f 1 — O is, als in het geval dat 

de reeks oneindig voortloopend is en convergeert, heeft men 
derhalve 

Sy« = ^ r y, -h ^ S — , — y.. . . 6). 
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Stellen we nu 
dan is 

y'it+i _ n^-a^-l ^M^_ .VHM _ « + + 1 7j^^ 

Be formule 6) gevonden voor mag dus worden toege- 
past om 2/« te bepalen; men verkrijgt 

Stellen we verder 

n + « + 1 
« 4" 7 H~ 1 

dan is 



II* 



A » + a + r« + 7 + 2* w + 0 'n + 7 + 2* 

De formule 6) kan dus ook dienen om 2y'^» te bepalen. 
Men vindt 

Zoo kan men voortgaan; telkens vindt men bet quotiënt van 
twee op elkaar volgende termen van de te sommeeren reeks 
van denselfden vorm als bj| de oorspronkelyke reeks. Ecbter 
wordt het verschil van teller en noemer in den tweeden &ctor 
telkens ééne eenheid kleiner; daar nu die teller en noemer 
een geheel getal verschillen, zoo zullen zij ten slotte aan 
elkaar gelijk worden. Men zal dus na A-maal de formule 6) 
te hebben toegepast de bepaling van ^y,^ hebben terugge- 
bracht tot die van Sy^^^ waarbij de betrekking 

geldt. Men vindt dan uit de formule 2) 
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Het behulp nn de Toorgeande ■itkomsten terfcrggt men nu 

••• + (P_«_l)(|3_«_2)-/3-«-8''^" 

I *(*-!)... 1 g 

" '^(/S— «— l)03-a-2)..O— a-l-)'/3— «— 1-1^' ' 

en verder door te lettea op de waarden vau y', , , . ■ • 

^ (fc - 1) (I4«) + 

(|3 - a - 2) (/3 - « - 3) (1 + 7) (2 + 7) 

• * 03-«-2)(p-«-3) . . (j3-«-A-l) (l+^)(2+y) . . 

Het sommatieteeken in dese formule kan uitgestrekt worden 
tot alle termen van de reeks: 

1*^. in het geval dat één term van de reeks nul is; dit zal 
ten gevolge hebben dat ook alle volgende termen nul zjfn en 
zal alleen plaats vinden als a een negatief geheel getal is; 

2°. als de reeks oneindig voortloopend is en convergeert j 
tot de convergentie is noodig dat /3 — a — 1 ^ ^• is. 

Wil men de som van de eerste m termen der reeks bepalen 
in de onderstelling dat ym-fi van nul verschilt, dan zal men 
bij herhaling do formule 5) moeten toepassen, even als nu met 
de formule 6) geschied is. Men komt dan tot het resultaat dat 
men om de verlangde som te verkrijgen het tweede lid van 
7) moet yermin deren met 

w + j3 ( , k m -f « -I- 1 

y"+i 1 + -3 Z T. TT- + 



Jt (A- — 1) (m -f a + 1) (m 4- « + 2) 



03 — flf-2)0^a — 3} (mH-7 + 1) (ii» + 7 + 2) 
k(k^\),..\ (ii,+«+l)(w+«+2)..(m+ «-f-^-) j 
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De uitkomsten 7) en 8) Btemmen voor k — O overeen met 
hetgeen door de formule 1) wordt uitgedrukt 

Beschouwen we in het bijzonder nog het geval dat 7 ^t) 
is. Alsdan wordt 





De formule 7) gaat nu over in 

U; (<3 — « - 2)03 — « — 3)...0— « - * - 1) i* 

De uitdrukking tnsschen aeooladea kan met behulp van de 
identiteit in Yraagstiik 89 worden herleid tot 

(3 — l)(i3-2)...(/3-^-) 

i(5 — a - 2) (/3 a — 3) . . . — « - A:— 1) 
aoodat de formule toot de som yan de reeks nu wordt 

/3 03-l)...((3-<-) > 

^«'•-(P_«_l)(P_„_2)...(/3-«-*-l)*' 

YooBBEELDEN. 1. De te sommeeren reeks zij 
^ 2 



a(a + 6)(o-h26) ' (a + (« + 2^) (a + 3») 



|o -f (n — 1) ij (a + nb) ja -4- (« -f 1) 
Men heeft 

« H 

n + 1 O -f (n — 1) * ft n -M 

y» " « a + (a + 2)^ ~" , O + 26 » ' 

Het quotiënt ^^^^ is dus van den vorm 9); men vindt nu 

2**. Yoor de reeks, waarvan de term is 

«-!-(»»-- 1)^ 

f/J -f (» — 1) ^1 (p -f );? 4- (»w -f « — 1) ^1 

(zie LoBATTO-ÜAUusEN , Lessen der Eoogere Algebra ^ bl. 293) 



Digitized by Google 



170 

inoii 



WISKUNDIGE 



Vn + l P + (« — 1) V 



ii4.£ 1 n 



a 



p -\- {n tn) q a (n — 1)6 



p 4- mg « — 6 
Het quotiënt is Tan den vorm 8); men vindt uit 7) 

p — ^ ^ P " — b 

door te stellen a = , j3's= — ^ — » 7 — — r~** * = l 



I 



1 + 



1 jr)<5 



8^ De te^s 

heeft volgens formule 7) tot sora 

1 A - a — 2) ' 

in het geval ze convergeert. Onafhankelijk van dezn voor- 
waarde vindt men de som van de eerste m termen, als deze uit* 
drukking wordt verminderd met 

a 4- m a{a-\- l) . . (a m — 1) | , «« + «+1) 

1 -/iCA+l). + 1) j"'+>' + i_„_2|» 
hetgeen uit 8) wordt afgeleid. 

Oplossing van W. Maktel. 

Stel 
Dan is 



a 



a 



1- 



(74-A -)(7+A-+l) 
7 (7 -h 1) 



1- 



14 



-li 7 



a i a -f 1) 7 + Ar 
(/3 - 1) 0 7 



7 + 1 



ah 



flg4-ly + fe (« + l(«H-2>(y + A:)(7-i-ifc+l) ) 

(P-l)yl ^ P Y+l"*" /30+1) (y + l)(r + 2) ^'i* 
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DerhaWe is ook 

A« . p . Y. *) = + O - 1)/ ^° + ft ^+ * - 

Voor A" = O geeft deze het aTitwoord op vraag a. Door her- 
haalde toepassing leert zjj de reeks b yiuden, als k geheel 
positief is, en wel 

Wil men een reeks met afbreken, dan zijn deze uitkom* 
sten ook toe te passen, wegens de betrekking 



Vraagstuk XCI. 

Gegeven is een bundel kwadratiscbe oppervlakken, die elkaar 
volgens een kegelsnee aanraken , en een vlak V. Men vraagt 
0. de meetkundige plaats der polen van V ten opzichte van de 

oppervlakken des bundels, 
è. de congruentie der raaklijnen uit elke pool aan het overeen- 
komstig kwadratisch oppervlak te trekken. 

0. Cakdinaal.) 

Opgelost door J. Cardinaal. 
Oplossing. 

a). Zy a het vlak der gemeenschappelijke raakkegelsnee 
en / de snyign van a en Y. Het betrekking tot een oppervlak 
des bundels is de weerkeerige pooUijn V van l dan de verbin- 
dingsiyn van den top F des gemeen8chappdj|ken niakkegels met 
do pool A van / teo opzichte van Dus is /' voor alle opper* 
vlakken des bundels dezelfde ; werkeljjk is deze rechte de enjjlgn 
van de gemeenschappelijke raakvlakken p en 9 in de snijpunten 
R en S van l met c*, die echter onbestaanbaar kunnen zijn. 
Deze lijn T is de gezochte meetkundige plaats. 

6). Do bundel van oppervlakken F' wordt door Y gesneden 
volgens een bundel van kegelsneden , die elkaar in de gemeen- 
schappelijke punten R en S van Y en aanraken; deze kegel- 
sneden vormen dus steeds een bundelschaar (ib*). Met deze 
kegelsneden komen de op f gelegen polen F van Y in dier 
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voege projectief overeen , dat inet het snijpunt A' van V en V 
de vereeniging der rechten A'R en A'S overeenstemt, Ilioruit 
volgt eerst onmiddellijk, dat de gezochte congruentie van de 
tweede klasse is. Want een willekeurig vlak bevat slechts een 
enkel punt P van /' (ui snijdt den bij T behoorenden kegel vol- 
gens twee beschrijvende lijnen. En om te onderzoeken hoeveel 
stralen der congruentie door een willekeurig aangenomen punt Q 
gaan, beschouwen we in het vlak (Q /') do door de bundelschaar 
{k^) in het vlak ingesneden involutie van puntenparcn op de 
snijlijn met V en de met deze projectief verwante puntenreeks 
(P) der polen. Projecteeren we beide uit Q , dan hebben we 
met twee projectieve concentrische stelsels, een straleninvolutie 
en een stralenbundel, te doen, die den straal Q,A' overeenkom- 
stig gemeen hebbei). Dub gebeurt het tweemaal , dat een straal 
der involutie met den overeenkomstigen straal des bundels samen- 
valt en gaan er door Q twee stralen der congruentie. Derhalve 
is de congruentie ook van den tweeden graad. 

3. De rechte l' is een meetkundige plaats Tan uitzon derings- 
elementen » zoowel wat de door haar gaande vlakken , als wat 
de op haar gelegen punten betreft. Gemakkelijk bewijst men , 
dat de meetkundige plaats der kegelsneden, die in de door V 
gaande vlakken door de stralen der congruentie worden omhuld ^ 
een oppervlak O'* van den tweeden graad is, dat in A en A' de 
vlakken {kl) en (A7) aanraakt, en ditzelfde oppervlak omhuld 
wordt door de kegels gevormd door de stralen der congruentie , 
die door de punten P van V gaan. 

Dus 18 de congruentie de meetkundige plaats der raaklgneu 
uit de punten van V aan O' te trekken. Yoor elk punt van O' 
en elk raakvlak van O' vallen de twee stralen der congruentie 
samen. 

Vraagstuk XCII. 
Stelt men de vergelijking -f 2x^ — 31^ = ^ door F(.a;,7) = o 

voor, dan vraagt men de som te bepalen van voor de beide 

ar 

in het punt (i, i) samenvallende punten. dy 

(Dr. W. Kapteyn.) 

Opgelost door W. Bouwman en Dr. W. Kaftevn. 
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Oplossing. 

dF 

Stelt men — = 3 (y^ — 1) door t voor , dan geeft een een- 
Toudige eliminade van y nit 

de betrekking 

f» — 9/»4- 108(1 - x'^) = 0. 
Hieruit volgt, dat voor de drie een zelfde « behoorende 
waarden van t, die we <, , noemen, 

wijl deze som onbepaald wordt toot »=sl. Alleen doorc»! 
te beschouwen als een grensgeval, waartoe we naderen, 
mogen we dus beweren, dat de gevraagde som gelgk is aan 

, als /| en de samenvallende waarden van t zijo. Nu 

IS y- = — 2 en dus — — = — , 



Vraagstuk XCIIL 

Gevraagd de coördinaten {x^ , y^) van het tangen uaalinint van 
het punt {Xf y) der kromme -\- ajif* — 3^ = 0 te bepalen. 

(Dr. W. Kapteyn.) 

Opgelost door W. Bouwman , J. Cardinaal , Dr. W. KAPiEVir , 
J. C. Kluyv£R en W. A. Poort. 

Oplossingen. 

L Is TI = y* + — 3y«* = O de vergel^king der kromme 
in homogene ooordinaten en H = «(y'H-s^=='0 dus de ver» 
gelgking der kromme van Hessb, dan Kjjn (zie Salmov, 
Bigker plane curves, p. 156) de gezoohte coördinaten «1, yi, «1 
evenredig met de waarden 

rfüdH_^dUrfH dV^dK dü dK dV dR dV dn 

dy dz dz djf ' dz dx dx dz ' dx dy dy dx 

en hier dus met 
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Stelt meu hierin en z weer = 1, daa vindt men 

of in verband met de vcrgelijkiüg der kromme 

2x (3y^ - 1) _ 

3/-6jf»— r ^' 8/-6if»-l (W. K.) 

II. Stellen we in de vergelijking x — aijy dan vinden we 

Door de subetitutie a^p» en jj'm = Vip^u + 2 gaat dit 
over in 

Drie punten der kromnie liggen op een rechte, als dc som 
der overeenkomstige elliptische argumenten nul is. Het tan- 
gentiaalpunt («i van (x, i/) heeft dus een argument = — 2a. 
Voor dit argument geeft dc verdubbelingsformule (Halphbn, 
Fonctums elUptiqueSy I, blz. 95) 



p'v - p^u _ p^u 



,pu) po — pu pu 

Hier is = O , p"u = iophi. Dus geeft eenvoudige substitutie 
der waarden van pa en p'u na eeuige herleiding eerst 

daarna 

waaruit de boven vermelde nitkomsten volgen (J. C. K.) 

ni. De vergelijking der raaklijn in het punt {x , y) der 
kromme Y» -i- 2X» - 8Y = O is 

2^2X - (^'^ — 1) Y — 2y = O 

Door eliminatie van Y tusschen deze beide vergelgkingen vindt 
men 

4(»*x - — (y» — 1 )» X» - a ör' — 1)* («"x - i') - O , 
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Tan welke derdemachtsvergclijkiiig in X de drie wortels zyn 
X, Xf Xi. Het product der drie wortels levert na deeling 

door acf^ do waarde van of, op. Dit product is -— — ' . . « 

3^* — 6j^- -f i 

Hieruit volgt de boven voor Xi gevonden waarde. £n door 
het elimineeren van X of wel door middel van substilutie der 
voor Xt gevonden waarde in de vergelijking der raaldgii vindt 
men y, (W. A. P.) 



Vraagstuk XCIV, 

Een vennderlijk punt F van een vlakke kromme C' van den 
derden graad wordt met twee vaste punten Ai en As der kromme 
verbonden. De verbindingslijnen snijdt de kromme opnieuw in de 
veranderlijke punten Pi en Pa. Te bewijzen , dat de lijn PiP« 
een kromme K* van de zesde klasse omhult en de vier lijnen Pi P« , 
die een zelfde punt Q van tot derde snijpunt met C* hebben, 
een van Q onafhankelijke dubbelverhouding bezitten. 

(J. C. Kluyvsr). 
Opgelost door J. C. KLxnrvjfR, W. A. Poort en Dr. P. H. 

SCHOUTE. 

Oplossing. 
1. Stellen we met behulp van de vergelijkingen 

1 ~ p« p'u 

de ooSrdinaten (xy ^r, «) van een punt der door de elliptische 
functies van bet argument u voor , dan bestaan er tusschen de 
argumeitten a,d,u,v, ti; van de punten A|, A^, P, Pfy Pi 
de betrekkingen 

wijl A,PP, en AiPPo drietallen van punten op een reehte 
gelegen zijn. Hieruit Tolgt 

9 — w = b — a 1). 

"Wil do lijn P,P,j bovendien het punt Q met hot argument i 
tot derde snijpunt hebben, dan is tevens 

f? 4- = — < 2). 
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Dos Tindt ven, als 2» en 2w' de periodiciteituiiodaU 
zga van tr, Toor 9 de vier wierdea 

" — 

DerhaWe hebben Tier Ignen P,P, het pont Q tot derde 
sBijpmit, terwgl Q bovendien éénmaal als P| en éénmaal als 
optreedt. Bob gaan er door Q zes raaklijnen der gezoohte 
omhullende en is dese van de zesde klasse. 

2. Sehrgven we de vergelijkingen der vier IQnen r;, trj) 
in de gedaante 



X 

1 
1 



= 0, (. = 1,2,3,4), 



dan Wükt, dat de dubbelverliouding ^ ] ^[ : - ;7\ , 
voorgesteld wordt door de waarde 



1 p< 






1 pl 




1 PPI 








P'fa 


1 po. 








P'P3 


1 pt 






1 p< 




1 p», 






1 pp. 


P'fi 


1 


p'94 




1 P9« 


P'»4 



Kocmt men deze dubbel verhouding D, dan vindt men nog 
in a-ftmoties 

D _ + P| 4- PaM^ -t- + p4)g<P| — Pa)g(<>a — P4) 

^« 4- »! + *4)<r(< H- Pj + »b — — ' «b) 

en , als men , , uitdrukt in 0, en tevens voor t -f* 
de waarde ó — a of c schrijft , 



D = 



4- H- 2w) 



Hiermee is het gestelde bewezen. 
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OploBBing pan Dr. P. H. ScuouT£. 

3. Ziehier een geheel meetkundig bewgs van de Yoorgelegde 
stelling. 

Als het schema 



A 


B 


C 


B 


E 


F 


0 


H 





aclit punten voorstelt, waarvan de drietdlen (ABC), (DEF), 
(ADQ), (BEU) op rechte hjnen h'ggen, dan zal clkc O' door 
deze acht punten noodzakelijk het snypunt K van CF en GH 

bevatten. 

Duiden we nu (fig. 40) den volgenden stand van P en P,P.^ 
door P' en P,'P/, het derde snijpunt van A,Aa met C' door 
A] en het tangen tiaalpuut van P door n aan, dan kunnen 
we de beide schema's 



p 


P' 


n 




p 


p' 


n 


A. 


A, 








A, 


A. 


P. 


P.' 








P.' 





op^^te11en en uit deze afleiden, dat de kruiswjjze verbindingen 
P|P/ en PgP/ de kromme in het/elfde op de rechte IlA, 
gelegen punt Q snyden. Dus zal P,P] door Q gaan, als het 
tangentiaalpunt n van P op QA3 ligt. Wijl fl nu het tan> 
gentiaalpunt is van vier punten P, gaan er door Q ouk vier 
Ijjnen P|Psi waarvoor Q het derde snijpunt met de kromme 
is. Dus wordt als boven beshitcn, dat de omhullende van 
P,Pa een van de zesde klasse is. 

4. Uit de eigenschappen der volledige vierzij blijkt, dat de 
lijn P|Pa haar omhullende aanraakt in het punt li, dat met 
Q harmonisch ligt ten opzichte van de beide punten P, on IV 
Hieruit volp^t het tweede deel der stelling. Iiiimors, het 
punt R is dan het snijpunt van PiP^Q met de pnolkogelsnee 
C\ van Q met betrekking tot CK En als men nu tot het 
volgende punt Q overgaat, beweegt Q zich langs deze pool- 
kegclsnee, terwijl do vier lijnen PiP/i om haar snijpunten 11 
met deze kegelsnee draaien; ten gevolge van een bekende 

Wmk. Opo., DL VI. 12 
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eigenschap blijft de dubbelverhouding dezer vier lijnen daarbij 
volstrekt onveranderd. 

5. We zoeken de overige kenmerkende getallen der om- 
hullende K** en bepalen daartoe het aantal der dubbelraaklijnen 
en het geslacht. 

Als A| en hetzelfde tengentiaalpunt hebben en deze pun- 
ten dus een STEiNEii'sch puntenpaar van de tweede orde vor- 
men, zal er een oneindig aantal in beschreven vierzijden 
mogelijk zijn , waarvan de zijden achtereenvolgens door 
A| , A3, A|, A2 gaan. In dit geval, dat we voorloopig uit- 
zonderen , U élke raaklgn dubbelraaklgn en wordt de omhul- 
leade een dttbbelgetelde K". In elk ander geval kan een 
reehte, die C* Boijdt in S,, S^, S3, alleen dan dubbelraaklijn 
zijn, ala S|S| en S^Ss standen van r,P2 zijn en dit gebenrt 
sleelktB als S.^ een buigpunt van C' is. Dus heeft negen 
dubbelraaklijnen. Daar de raaklijnen PjP^ van één aan 
één overeenkomen met de punten F van C', is van het 
eerste geslacht. 

TTit deze getallen volgt in verband met de formules van 
Plüokbr 

«i»12, <l = 36, k=18, 6=0. 

6. In het uitzonderingsgeval van K' is deze kromme de 
omhullende der verbindingslgn P,P« van de paren van toege- 
voegde punten van een der drie MACLAüRiv'sche reeksen. Hier- 
uit volgt, dat deze E* een C* is; omtrent haar vergelgke men 
8cHRÖTSB*s leerboek: Die Theorie der ebenen Kurven driUer 
Ordnung,' 

Aakmerkiitg. Tusschen de punten P, en P, bestaat een 
overeenkomst (1 *, 1) op een drager van den derden graad. Dus 
omhult P,P, (vergelijk OLEBsCH-LiNDEifiNS*s Vorleamgen I, 
blz. 383) een kromme van de zesde klasse (W. A. P.). 

Vraagstuk XCV. 

Te bewijzen dat de integraal 
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door logarithmen kan worden uitgedrukt (Abel, Oetwres compUtes 
I, blz. 143). (J. C. Kluyver.) 

Opgelost door J. C. Kluyvbr. 
Oplossing. 

1. Om het elliptisch argument » in te voeren bediene meu 
zich van de inversie-formules van Halpheh (2Vat^ ée% fonc" 
tkm eUiptiques I, blz. 118). 

Als men 1/6 — 1 s R stolt, vindt men 

a, - 1, a, = O, a, ^U, a, - a, = {K\ = ^R» 

en dus 



waarbij het constante argument v bepaald is door de betrek- 
kingen 

Met behulp van de waarde van vindt men p"» = O en daarna 
met behulp van de multiplicatiefonnnleB 

p(2i) = iR, j3'(2.) = -iR% p(3*) = l-iR = p(4.). 
Stelt 2w een of andere periode voor, dan is dus ^ 
2. De invoering van u geeft dl — f{u)du , waarin 

ptt p9 

Ter onderzoeking, of I werkelijk een pseudo-elliptische integraal 
is, berekent meu met het oog op de bijzondere waarde van'v 
de som 

8=/ + V) — r) + f(u -h 2o) + /•(»! - 2€)-i-fiu-\-3v)+fiuyóv). 

Hiervoor vindt men als =ïi gésteld wordt 2n — 7^9 + è 

Dus is I een pseudo- elliptische integraal. Want als men de 

beide leden van vergelyldng S — O met' Iffu), dat wil zeg- 

gen met 7 ^(i* -|- ») — — 7^» -\ — vermindert en 

dan integreert, vindt men ten slotte 

12» 
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of 

I = j log. , 

als men stelt 



Vraagstuk XCVI. 

Te bewijzen de stelling van Tje, volgens welke een oppervlakte 
constante kromming heeft, als het door de asymptotische lijnen in 
oneindig kleine ruiten van constante zijdenlengte verdeeld kan worden. 

(}. C. Kluyver.) 

Opgelost iüwr J. C. Kluyver. 
Oplossing. 

In de notatie van Qauss is het lijnclement voorgesteld door 

4s^ s Edu' + 2Fdudp + Qdv». 

Stellen u » constant en p s constant de asymptotische Ignen 
Toor, dan Is bovendien E' = O, Q' = 0 (Salmon-Fiedlbb , 
AndL Oeam. de9 BaumeSt art 57 en 174). Opdat de verdee- 
ling in ruiten van constante sgdenlengte mogelgk cg, moet 
E SS 1 1 0=1 wesen. 
In de notatie van Salmov heeft men das 

oa+6'' + c»=l 1), a'^^b''-rc'=l 2), 

A« + B» + C»=l-F» . 3), AaH-B^ + Cy = 0 ... 4), 
Aa'^ + Bp^ + Oy'^O . 6), Aa'+B0'+Oy'=F. 6), 

aa-t-fc/3 + cy=0 9), aV -f + = O . 10) , 

aa" + 6/3" + cy" = ^ . . 11) , «'« + b'^ + <^'7=^ • • 12). 
Dos Yolgt uit 7) en 8) 

A ~ B " C 

uit 4) en 9) 



Digitized by Google 



OPGAYEN. 95 es 96. 
a' _ aF 6' — ftF c' — cF 



181 



as ir 



«07 
en uit 5) en 10) 

Verder geeft differentiatie van 4) naar v 

waaruit, wijl 

18, Tolgt 

Het linker lid dezer vergelijking kan Terrormd worden. 
Men heeft 



f 

f óo 











a , ^ , c 


+ 










-',4'.*' 





a , ft , c 
a-aT, c-c'Fl 

Dus is 



<r<r, 



A , B , C 



F(l>-F»)p 



_ ÖF F(l—F*)p 



Uit 4) , 9) , 12) volgt echter 



dF 



Dus is 



a(a'a + *'0 + «'7) = l --F»=«r^ 



en de uitkomst 



F(l-F)(> _.p ^ 



(1-P)| = 0. 
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W{(1 nn 1 ^ F* ^ O is, -als de asymptoüsclie Ignen niet in elk 

punt samenvalleD, heelt men met de voorwaarden = O ea 

■r— te doen. Dus vinden we p = constant. 

00 

De kromming i« ee„ wiU«kea,ig punt U pö^Fy — 
en dus eTeneens constant, wat te bewfjaen was. 



Vraagstuk XCVII. 

Gegeven zijn twee symmetrisch congruente driehoeken ABC en 
A'B'C'. Gevraagd A'lVC' zoo in het vlak te verplaatsen , dat de 
gelijkstandige hoekpunten weer even ver van elkaar verwijderd zijn 
als in de gegeven figuur. (W. Mantel.) 

Opgelost iiMT Mej. A. G. Wijthoff, W. Bouwman m W. 
Mantel. 

Oplossing van W. Mantel. 

1. De gegeven driehoeken ABC en A'B'C' zijn met elkaar 
tot sameuvalling te brengen door ABC (fig. 41) om een zekere 
lijii l om te slaan (het spiegelbeeld A"B"C ' van ABC ten 
opzichte van / te construceren) en in de richting van / te vor- 
Bchuiven. In verband hiermee ü^pjen de middens A„ , B„, ('^ 
van AA', BB', CC' op een rechte lijn l (en zijn A'A", B'B", 
CC" aan elkaar gelijk) '). 

2. Met behulp van deze bekende stelling, bewijst men 
gemakkelijk, dat het vraagstuk twee symmetrisch congruente 
driehoeken ABC en A'B'C te construeeren , als de zijden en 
de afstanden der gelijknamige hoekpunten gegeven zijn^ drie 
oplossingen toelaat. Heeft men nl. ABC geconstrueerd, dan 
beschrijve men uit A, B, G eirkéls met |AA', ^BB', ^CO' 
tot stralen. Op deze zullen dan de drie punten Ao, Bo, Co 
in een reehte lijn gelegen zijn. BoTeodién zal deze lijn l de 
drie cirkels ten tweeden male snijden in punten A^' B,/ Co' 
zoo op / g(;logcn, dat de drie segmenten AoAo', BqBo', CoCV, 



') Omtrent deze zoogenaamde vomlegging** vergelijke men E. Stvut's TOOT* 
trrfiVlijke %'orhnndelinK ,,Von den B*wegttBg«ll und UmlegungeB*' in d0 Jf«<A. 
Ann.t de«l 39, bis. 441. (Ebu.). 
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ook sis men op bet ieeken let, aan elkaar gelgk agn (want 
deze koorden zijn aan AA", BB'', CC gelgk« Dus is het 
Traagstuk der constructie van A'B'0' teruggebraokt tot de 
be|Niling eener Ign waar?an drie gegeven cirkels gelijke 
stukken afengden. 

8. De omhullende der lijn vx + vif= 1 — 0^ op welke twee 
gegeven cirkels a* + = r* en (a? — a)* + y* = koorden 
van gelijke lengte bepalen, is door de tangentiaalvergelgking 



gekenmerkt als een kromme van de tweede klasse. Gemak- 
kelgk blijkt, dat ze een parabool is met de machtlgn m der 
cirkels (fig. 42) tot topraakltja en het midden tusschen beide 
middelpunten gelegen punt F tot brandpunt Vooreerst bepalen 
de beide cirkels op de machtlgn en op de Ign in het oneindige 
koorden met samenvallende uiteinden. Dus is de kromme een 
parabool (in bovenstaande vergelijking ontbreekt ook de bekende 
term), die de verbindingslijn AB der middelpunten tot as en 
de machtlgn der cirkels tot raaklgn loodrecht op de as, d. i. 
tot topraakljjn heeft. Verder zijn de vier gemeenschappelijke 
raaklijnen (koorden nul) raaklijnen der parabool en is het mid- 
den F van het segment AB tusschen de middelpunten dus 
brandpunt, wijl dit punt zich op deze raaklgoen in de topraak- 
lijn projecteert. 

Het vraagstuk dor constructie van de lijn /, die in drie 
gegeven cirkels C, , Ca , Cg gelijke koorden bepaalt , is dus 
teruggebracht tot de bepaling der drie gemeenschappelijke 
raakijjnen van de drie parabolen , P»,i , Pi,3i die op de 
aangegeven wjjs met de cirkelparen 0^0^^ Q»C|, C|Ca in ver- 
band staan. 

Elk der lijnen l doet twee oplossingen van het nieuwe vraagt 
stuk kennen. Immers men kan van de drie gelijke segmenten 
AnAo', BqBo', CflCo' zoowel de uiteinden ly Cq' als de 
uiteinden Ao, Bo, Cq voor de middens van AA', BB', CC' 
aannemen. Dus heeft dit nieuwe vraagstuk in hot algomoen 
zes opioBBingen, die echter niet alle bestaanbaar behoeven te 
zijn. 

4. De drie lijnen l van het nieuwe vraagstuk vormen oen 
driehoek waarvan de omgeschreven cirkels de brand- 



1 




(au -f 1 )' 
u* + v* 
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punten der drie parabolen d. w, x. de middens der zijden tm 
driehoek ABC beTat; dus is de om driehoek l^lji^ beschreTOi 
cirkel de negeopuntscirkel van driehoek ABO. 

Het hoogtepunt II van driehoek l^l/^ is een gcmeensch8{H 
pelijk punt der richtlijnen ?an de drie parabolen en als aoo» 
danig gemakkelgk te construeeren. 

&. Keeren we thans tot het oorspronkelijke Traagatuk terug, 
dan blgkt dat we een der drie lijnen l, bijv. /, kennen, wgl 
daar een der standen van driehoek A|B,C, gegeven is. Het 
tegenover /, gelegen hoekpunt van driehoek is dan een 
der beide snijpunten van den negenpuntscirkel van driehoek 
ABC met de loodlijnen uit H op /| neergelaten. Een van 
deze snijpunten ligt symmetrisch met H ten opzichte van l^ ; 
het andere snijpunt is het bedoelde hoekpunt. Door dit hoek- 
punt met de beide snjjpanten van en den negenpuntscirkel 
te verbinden vindt men en ly 

6. De lijnen f|, ^ kunnen onbestaanbaar sjjn. Dit gebeurt 
als /, den negenpuntscirkel niet snijdt. En al zijn , I3 
alle bestaanbaar, dan nog kunnen de beide bij een der lijnen be- 
hoorondo oplossingen van het vraagstuk onbestaanbaar worden, 
door dat deze lyn l op de drie cirkels onbestaanbare koorden 
bepaalt. 

Wyi een der standen A'B'C' g^even is, snijdt een der 
Ignen l (fig. 41) de drie overeenkomstige cirkels zeker en is 
er zeker minstens een oplossing bestaanbaar, die welke ver- 
kregen wordt door driehoek A'B'C' in de richting van / een 
translatie Aj,Ao' = B^' = CqCq te geven. 

Dit vraagstuk en vraagstuk 57 van deel II maken bijzon- 
dore gevallen uit van het volgende meer algemeene: Een «09- 
hoek te construeeren ^ als de negen diagonalen gegeven zijn, 

In het onderhavige geval is AO'BA'CB' de zeshoek. 

Aanmerking der Kedactie. T, Denken we behalve drie- 
hoek ABC Hlechts de vorsciiillen der vierkanten van AA', BB', 
CC' gegeven, dan zijn Pg.s , P^i , l^a even goed bepaald en 
dus ook het punt H. De driehoeken /j/^^ zjjn dan verander- 
lijk doch sttMMls boF(li roven in den negenpuntscirkel van ABC 
en om don cirkel, waarin deze overgaat door de voerstralen 
van de negenpuntscirkel van H uitgaande tot op de helft te 
herleiden. 
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II. Door Mej. A. G. Wijthoff on den Heer W. BovMAir 
h alleen de oplossing aangewezen, die door translatie van 
driehoek A'B'0' ontstaat. 



Vraagstuk XCVIII. 

Een volkomen tweedemacht te vinden , die in eenig talstelsel met 
louter éénen wordt geschreven. (W. Mamtkl.) 

Opgelost door W. Mantel. 
Oplossing. 

a. Elk getal kan met twee eenen worden gedchroTen door 
voor het grondtal van het talstelsel het met een verminderde 
gegeven getal aan te nemen. Zoo londen dus aUe tweede- 
machten aan de vraag voldoen. 

b, Qeoi tweedemacht wordt ooit met drie eenen gesdire- 
ven. Noemt men x het grondtal van het talstelsel, y het 
getal, dan sou de betrekking 

of 

(*+lr<y»<(*+l)», 

of 

« + i<y< «+ 1 

moeten bestaan en dit is in geheele getallen onmogeljjk. 

c. Het getal 400 wordt in het zeventalüg stelsel met vibr 
eenen geschreven, en dit geval is waarschijnlijk eenig. Het 
komt er namelijk op aan de vergelijking 

-{- X l = 1) 

in geheele getallen op te lossen. Op het oog vindt men de 
oplossingen (—1,0), (O, ili 1), (1 , ±: 2). De rechte door 
de punten (O, — 1) en (1, + 2) snijdt de kromme 1) nog in 
bet punt (7 , 20), waarmede bovengemelde oplossing ymi ons 
vraagstuk is gevonden. Het schijnt, dat elke andore wijze 
om rationale oplossingen te vinden , tot gebrokens leidt. Zoo 
is bjjv. het tangentianlpunt met do abscis x bepaald door de 
ahscis (./* — _ 8x — 3) : (4x3 + 4x=* 4-4x4 4) , wat altijd 
een gebroken getal is, zooala men verifieert door achtereen* 
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Tolgens X = — , x = 2a, x = 2a-{- i te stellen en de deel- 
9 

baarheid van teller en noemer door g en door 8 na tc gaan. 

d. Het getal 121 wordt in het drietallig stelsel met VIJF 
eeaen geschreven , en dit geval is eenig. De vergelijking 

+ -i-ar* + «-f-l=y» 

leidt tot de ODgeiykhedeo : 

+ < y < a:* + + 1. 
In geheele getallen is dit mogelijk , als x oneven emj—x^-i i i 
is; substitueerende in de vergelijking vindt men « s 3 als 
eenige bruikbare wortel. 

e. Er zijn geen twccdemachten , die mut zlvln eoueu wor- 
den geschreven; want men hoeft 

+ i:>{x^i- ^x'i- lx 

en voor x ^ o 

a;« + X» + . . . + 1< («» -f iur» -f loP -h V^)». 
Door beproeviog vindt men, dat er geene oploseingen zgn mot 
o; ^ 5, en voor > 5 zyn zg er niet, omdat er geen geheel 
getal ligt tosschen 

8«» + 4aj» + a» -h l en 8x» H- 4if* + 3a: + 3. 

Vraagstuk XCIX. 

In een vlak zijn negen punten gegeven. Men vraagt deze punten 
te verbinden door elkaar niet snijdende krommen ^ waarvan er 
vier van elk punt uitgaan cn geen twee de beide uiteinden gemeen 
hebben. (W. Mantbl.) 

Opgelost ^oor W. Mantel. 
Oplossing. 

1. Heeft men een oplossing van zulk een vraagstuk, dan 

kan men blijkbaar een der punten in een willekeurige richting 
een weinig verplaatsen zonder het karakter der oplossing te 
wijzigen. Hieruit volgt, dat de onderlinge ligging der punten 
niets ter zake doet, hoe verward de figuur voor het ongeoefend 
oog moge schijnen. De lijiion vcrdeelen het vhik in oen /.oker 
aantal velden j bij deze rekenen wy ook bet oneindige deel, 
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dat de figuur omringt. Yan deze yelden kan men er een tot 
een reohtlijnigen veelhoek maken, daarna een aangrenzend 
▼eld eveneens, enz. De figuur wordt dan een aaneenschake- 
ling Tan veelhoeken, en kan beschouwd worden als de per- 
spectief van een convex veelvlak op een der zjjvlakken, als 
de distantie zeer klein is. TJit elk veelvlak is dus een figuur 
als de hier bedoelde af te leiden. 

2. Het veelvlak voor ons vraagstuk heeft negen hoekpunten 
en achttien ribben, dus elf zfjvlakken. Zgn er driehoeken, 
«4 vierhoeken, enz , dan gelden de vergeljkingen: 

O, -f O4 -f . , . = 11, 

803 + 4^4 + . . . = 2 X 18 = 36. 

In geheeld positieve getallen bestaan de oplossiDgen : 

A»»*»fff^ 8, 84 =3* 

B>.*»A|S=3 9, 84— l,4l5~l« 

O . • . . Of — 10, 114 = 1* 

Alleen A geeft ons werkelijk een veelvlak. Dit (fig. 43) stoUe 
men zich voor door drie vierkanten 1234 , 3975 en 8761 be- 
grensd, waarvan de diagonalen 24, 95 en 86 vertikaal mogen 
staan; de driehoeken 456 en 298 zijn grondvlak en bovenvlak. 

3. De oplossing van het gestelde vraagstuk is nu als volgt 
te beschrijven : Benoem de gegeven punten met de cgfers 
1 tot 9 ; construeer achtereenvolgens (fig. 44) de figuren 1234 , 
239, 289, 128, 789, 3579, 567, 146, 345 zoodanig, dat zij 
geen der gegeven punten insluiten; een van alle mag echter 
de geheele figuur insluiten. 

Tn de volgorde kan natuurlgk vrjj wat variatie worden toe- 
gelaten ; men moet ze echter zoo opgeven , dat er nooit een 
gebied van dubbelen samenhang ontstaat, omdat dit enkele 
punten onwillekeurig zou kunnen scheiden, die later moeten 
worden verbonden. 

Vraagstuk C. 

De inhoud van ccn gesloten kromme is gelijk aan hel verschil 
der inhouden van de voet puntskrom men van een willekeurig punt O 
met betrekking tot de gesloten kromme en haar ontwondene. Men 
vraagt dit te bewijzen. (W. Mantel.) 

Opgelost door T. J. Allersma tn W. Mantel. 
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Oplossing van W. Mantkl. 

AIb een rechte Iijn oneindig weinig in een vlak wordt be- 
wogen , dan beschrijft zjj een perk gelijk aan den inhoud Tan 
het parallelogram met do lijn en het element der baan van 
haar midden tot zijden ; daarbij behoeft de lengte der lijn zelüs 
niet standvastig te zijn. 

Als een parallelogram soo veranderd en bewogen wordt, 
dat het niidclelpuut zich evenwijdig aan een paar zijden be- 
weegt, dan doorloopen de diagonalen gelgke perken, want de 
elementen der perken zijn beide geljjk aan den afstand van 
die twéé zjjden maal het element van den weg van het mid- 
delpunt. 

Deze stelling toepassende op den rechthoek, gevormd door 
de raaklijn, de normaal en do loodljjnea daarop uit een vast 
punt, overtuigt men zich van het gestelde. 

Aanmerking. In de figuren 45 en 46 zgn beide banen (Q) 
en (B) aangegeven voor bet geval do oorspronkeljjke kromme 
een ellips (P) is; in de eerste is O willekeurig gekozen, in 
de tweede is O een brandpunt der ellips (T. J. A.). 

Vraagstuk Cl. 

Gevraag<J een willekcurigen cliievlakshoek zoo door een plat vlak 
te snijden, dat de doorsnee een rechthoekige driehoek is. 

(Dr. P. Molenbroek.) 

Opgelost ^or Mej. A. G. Wijthoff, T J. Allersma, Dr. P. 
Molenbroek, Dr. A. J. A. Prange, W. A. Poort at Dr. C. Stolp. 

Oplossingen. 

I. Trek in een der zijvlakken een willekeurige rechte, die 
de in dit zgvlak gcleggen ribben in A en B sngdt. Plaats in 
A een vlak loodrecht op AB, dat de derde ribbe sngdt in 
O. Dan is de doorsnee met het vlak ABC rechthoekig in A. 

II. Xeera op twee der ribben de punten A en B zoo aan, 
dat de bol op AB als middellijn beschreven de derde ribbe 
in twee bestaanbare punten C snijdt; dan is de doorsnee ABC 
rechthoekig in C. (A. G. W.). 
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III. Laat uit een willekeurig punt A yan de opstaande 
ribbe OA een loodlijn AA' op het grondvlak neer. Vercenig 
A' met een willekeurig punt B van de ribbe CB en trek in 
het grondvlak door B de l|jn BO loodrecht op A/B ; dan ia de 
doorsnee ABC reohtboekig in B. (T. J. A.). 

AAVMEBXure dbb Redactie. Houdt men het hoekpunt yan 
den rechten hoek yast, dan omhult het yUk yan doorsnee een 
kwadratisehen kegel , die dit punt tot top heeft en de beide 
door dit punt gaande zijvlakken aanraakt volgens de loodlijnen 
in dit punt op de snijlija dier vlakken opgericht. 

Houdt men een der andere hoekpunten vast, bijv. in de 
derde oplossing het hoekpunt A, dan omhult BO een parabool, 
die A' tot brandpunt en OB tot topraaklijn heeft. Dus omhult 
het vlak ABO dan eveneens een kwadratisehen kegel. 

Als de gegeven drievlakshoek een rechthoekigen standhoek 
heeft, zullen de beide omhullenden veranderiogen ondergaan. 



Vraagstuk CII. 

Er «jn steeds drie bestaanbare punten aan te wijzen, die als 
centrum van inversie van gegeven macht kunnen dienst doen om 
een gegeven bol uit A als middelpunt beschreven te tiansformée- 
ren in een anderen, dié B tot middelpunt heeft. Men vraagt de 
ligging dezer drie punten ten opzichte van A en B te bepalen. 

(Dr. P. Molenbroek.) 

Opgelost diwr Dr. P. Molenbroek. 
Oplossing. 

1. Zij gegeven AB = «, de macht der inversie ± en de 
straal r van bol (A). We stellen nu den straal van don bol 
(B) door r' en den in den zin vun AB positief getoldcn af- 
stand AX van A tot het inversiecentrum X door x voor. Dan 
gelden de beide betrekkingen 

T T 

waarin van de dubbele teekens steeds deaselfde genomen moe- 
ten worden (-|- voor een uitwendig, — voor een inwendig in- 
versiecentrttm). 
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Uit de eerste volgt met dezelfde opmerkiDg ten opzichte van 
het dubbele teeken 

. = — - 

en das in verband met de tweede ?oor beide gevallen 

A«!C = (aj» — r-O {x — a). 
Nu heeft de derdemachtsvergclijkiDg 

- r») (« — o) — = O 
drie bestaanbare wortels. Want het eerste lid neemt ?oor 

a; = — Vu* ^- r=*, — r, O, r, ^-T^Too 

de teekens — , -f, +, — , — , + aan. Zijn de wortels 
fl^i < d^a < I dan gelden dus de voorwaarden 

— 6» 4- r'^ < j:, < — r, O < <^ r, V^6» + r*< 0:3 < oo , 

waaruit men de ligging der drie bestaanbare inversieceutra 
X, , X9, X, onmiddellijk atieidt. 



Visagstuk CIII. 

Van een driehoek is gegeven de basis , ile toijliuck en lie hoek 
van Brocard. Men vraagt den driehoek te construeeren. 

(Dr. P. H. Schoute.) 

Opgelost door Mej. A. G. Wi/tiioff, T. J. Allersma, W. 
Bouwman, J. C. Kluyver en Dr. A. J. A. Prange. 

Oplossingen. 

T. We nemen een hoek XAY (fig. 47) gelijk aan den top- 
hoek aan en op het been AX (ter constructie van een driehoek 
gelijkvormig mot don govnmgden) een punt B willekeurig; 
daarna bepalen wo liot punt w van Brocakd door de hoeken 
ABw en YAw gelijk tc maken aan den gegeven hoek V van 
Brocakd. Door dan een cirkel te beschrijven door w, die AB 
in B aanraakt, vindt men twee driehoeken ABC en ABC' ge- 
lijkvormig met den gevraagden, enz. 

De constructie is alleen mogelijk, als de cirkel de lijn AY 
snijdt. Dit gebeurt aU Cot V > Cot A + 2 Tg^A is (W. B.) 
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IL Uit de betrokking Cot Y = Oot A + Cot B + Oot C blijkt, 
dat in het opgegeven vraagstuk Oot B + Oot O .of 

ha 

ook h„ bekend is. Hiormede is het vraagstuk tot een ander 
bekend vraagstuk teruggebracht (A. G. W). 

Aanhbrkino. Uit de betrekking 

1 Siny.Sin(180O — A) 

a ~ Cot V — Cot A ~ Sin (180«>— A + V) 

volgt , dat h„ tevens de hoogte is van een driehoek B('I) (fig. 
48), die dezeUde basis en 180° — A en V tot basisboeken 
heeft. Ook uit de constructie van een driehoek , waarvan 
basis, hoogte en tophoek gegeven zijn, bljjkt nu de boven- 
gegeven mogolijksvoor waarde (J. 0. K.). 



Vraagstuk CIV. 

Op de Kijden van een diiehoek ABC worden binnen of buhen- 
uraarts gelijkvormige driehoeken AfBC, AB|C, ABC| beschreven. 
Daarna laat men nit A loodlijnen neer op A|B en A,C en evenzoo 
op BC| en B,C en verbindt men de voetpunten van elk der beide 
paren van loodlijnen. Te bewijzen, dat men door op overeenkom- 
stige wijs in B en C te handelen zes lijnen van gelijke lengte ver- 
krijgt. (N. Ch. Spuker.) 

Opgelost iiaor Mej. A. G. Wqthofp, T. J. Allersma, W. 
Bouwman, W. Mantel ch N. Ch. Sfqkbr. 

Oplossingen. 

T. Duiden we in fig. 49 achtereenvolgens door 
Es, Fc, (^i, de de projeeties van A op AiO, A|B, B,0, BO, , 
F», Dj, êei n ij n S n ^i-^., BiC,C|A,CA,, 

Dc) Etf? /'M /* ?5 11 » C „ C,B, C,A, A,B, AB, 

aan, dan zijn E«F«, FaD«, DcË«, d^tf <^«^a> fmfi de zes be- 
doelde lijnen. 

Zijn nu do hoeken A, , B, . O, door «, /3, y voorgesteld, 
dan volgt uit de gelijkvormigheid der driehoeken BAB, en 
0|AC, die de hoekeu in A gelijk hebben, terwijl de om die 
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hoeken gelegen zijden evenredig zijn, de betrekking 

AA, Sin a ^ BB' Sin B. 

Dtts is ook 

AA, Sin a = BB, Sin 0 = CC, Sin O. 
Wijl AEcAfFc een koordeuvierhock is, vindt men 

AA, Sin a = EaFa ; 

dus is hiermee in verband met het bovenstaande de gelijkheid 
van E„Fa , FJ)* , DcE, aangetoond. 

Verder zijn de driehoeken BAB, en t/fAdj gelijkvormig, om 
dezelfde reden als boven \ hieruit volgt d^e = BB, Sin (5 , enz. 

(T. J. A.) 

II. Het vraagstuk is opgelost , als we de bctrckkingou 
ErtFu = f/iö^e , EaF« =- ^'^^'a aautooncn. Dit doen we duor aan te 
wijzen, dat E„F„ en Wc eikaars spiegelbeelden zijn met betrek- 
king tot de verl)inding8lijn MjMe der middens van CA en AB 
en E„Frt en ec^a dezelfde ligging hebben met betrekking tot de 
loodlijn uit Mc op A,C neergelaten. 

De cirkel op AB als middellijn beschreven gaat o.a. door 
Ffl. Hieruit volgt, dat de hoeken rf^FaB en dcAB gelijk zijn 
en dus, als we ^/fF«B mut 1\,BC en d'AB met den daaraan 
gehjkcu hoek ABdc vermeerderen , dat Fadr loodrecht staat op 
BC en derhalve door MaMc loodrecht middendoorgedccld wordt. 
Al et behulp van den op AC als middellij a beschreven cirkel 
vindt men geheel op dezelfde vrijs, dat ook door M^M^ 
loodrecht middendoorgedeeld wordt. Dus zijn E«Fa en d^e 
gymmetriBGh gelegen ten opzichte van M^Mc. 

Evensoo vrordt gemakkelijk bewezen, dat F^^c evenwijdig 
loopt met A|C, terwijl eoEa langs A,0 valt. Wijl de loodljjn 
nit Me op A,C de beide segmenten ^aE» en ¥^e klaarblijkelijk 
loodrecht middendoordeelt, is derhalve EaF« = ^e^a (W. K.). 

Aanmerking. Omtrent de ligging der projecties geldt nog 

het volgende : 

a) De uiteinden der zes lijnen liggen vier aan vier op zes 
cirkels, die twee aan twee de punten M», M« tot middel- 
punt hebben. 

6) Elk der drie lijnen EaF,,, F^Dj, D^E^ vormt met elk der 
drie lijnen ^/y/^, «^^'^a , fafi uf de beenen of de diagonalen van 
een gehjkbeenig trapezium. Hierdoor ontstaan negen trapezia, 
waarvan de hoekpunten op negen nieuwe cirkels liggen. 

(T. J. A.) 
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Vraagstuk CV, 

Bewijs, dat de vorm 

alle geheele positieTe getallen en wd dk getal sledit éénmaal op- 
levert, als M onafhankelijk van elkaar alle geheele positieve 
waarden doorloopen. (Dr. J. de Vries.) 
Opgelost door Dr. J. de Vries. 

Oplossing. 
We stellen ons voor, d|it er een reeks van getallen 

F , y , z) = X -\r ^ {x -\- y) -]r {x + t/ z) 

zoo bepaald moet worden, dat de reeks der natuurlijke getal- 
len ontbtaat, indien we onder x -\- y -\- z den graad, onder 
X -\- y de klasse en onder x den rang van het getal verstaande 
de getallen rangschikken, eerst naar den opklimmenden grand, 
daarna onder dezen naar de afdalende klasse en eindelijk in 
deze naar den opklimmenden rang. 

Is de waarde van het getal F (m — 1 , 1 , n) door h voor* 
gesteld, dan moet F(l, m — 2, «-i~l) volgens het boven- 
staande de waarde A;-|- 1 hebben. TJit de twee vergelijkingen 

A + 1 = 1 4- - l)-htA(i»4- »), 

k z— m — 1 + ^ (w) + ("t "i~ 
volgt dan door aftrekkiug 

^ (« — 1) — ^ (ot) = « — 1 

en dus 

^(2)~^(m)=(2)-l 1). 

Wijl verder F (1 , n - 1 , 1) volgt op F (1 , 1, « — 2) vindt 
men door aftrekking van de vergelijkingen 

i+l = l+^(ii) + ^(n-i-l) 

ï-l + ^(2) + *(fi) 

eveneens 

i// (« + 1) — ^ («) = 1 + ^(2) - ^ («) = 
en dus 

*W-*(3)=:(3] 2). 

Wi«K. Oro., Dl. YL 13 
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Voor het eerste getal wordt 1 + ^ (2) + i// (3) gevonden. 
Daar dit de eenheid zfjn moet ia ^ (2) + ;/> (3) .= O en dus 
^ (2) = — (3). Kernen we dne 

^(2) = -l, •^(3)=1, 

dan vinden we uit 1) cu 2 

♦(-)—(:). *w=(5). 

als in het vraagstuk is opgegeven. 

Uit bet bovenstaande volgt, dat de verzameling van punten 
met geheele positieve coördinaton met behulp van deze formule 
gerangschikt worden kan en dus een j^abzahlbare^' verzame- 
ling is. 

Aavmerxing tan Dia heer Mantel. Om bijv. het getal 
31 door dien yorm Toor te stellen , schrijre men de figuurlgke 
getallen aldns op: 

1 2 3 4 5 

1 8 6 10 15 ... . 

1 4 10 20 35 ... . 

In de laatste rjj is 31 niet; het naast grootere is 35, dat 
4 te Teel is* In de tweede ry is 4 niet; het naast grootere 
is 6, dat 2 te Teel is. In de borenste rg is 2. Nn is ge- 
vonden 

Zoo kan elk getal worden ontbonden in fignurlijke getallen 
met afwisselende teekens; door steeds het naast grootere te 
nemen worden de rangcgfers nooit klimmende, dos y en « 
positief. Begon men met een te groot getal, dan zon dit niet 
het goTsl zyn, bijT. 

Vraagstuk CVI. 

Maakt men van de notatic A /{x) = / {x -^^ i) — f {x) gebruik 
en duidt men omgekeerd door f'—'^>{x) de functie /(*)aan, waar- 
voor ^f{x) = <f{x) is, dan geldt de betrekking 
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Men yjaagt deze betrekking te bewijsen sonder van de rekening 
met symbolen (Boole, Tr&Uiu au the ealeulus of fnite differeneeSf 
3^ ed.y pag. 74) gebruik te maken. (Dr. J. de Vries.) 

Opgelost door Dr. J. de Vries. 
OplosBing. 

Volgens definitie ia 

A \f{x) 0 {x—V)\ = f(x + 1) ^{x) — n^) <t>ix- 1). 
Vervangt men rechts 1) door f (x) -{- A f(x) eii <p {x — 1) 

door 0 (x) — A<p{x — 1), dan gaat do formule over in: 

A 1/ («) ^ (» - 1] = ^ W A /■ (it) + ƒ (/•) A ^ (a? - 1 ). 

Hieruit vindt men door omkeering 

[<p {x) A f{x)}-') - 0 (a? - 1) f^x) - (ƒ (^) A ^ (X - 1)]-^ 

Wordt nu A f (x) door xp{x), dus f (r) door T^'-'^(a-) vorv:iu- 
gcn, dan levert herhaalde toepassing der laatste vergeljjking 
achtereenvolgens 

[^(«)^(a:)ï-i> = i^-i)(a!) ^(ir- l)-[f-i)(«)A^(«- 1)]<-^ 
.-[^(-i)(^)A0{j;-l)](-»)=-T^(-»'(i-)A0(x-2)+[i^-»(a^^ 
[t^<-«)(ar) A> {x - 2)];-i)-;/.'-3 (x)AV(^-3}-Wt-3>(a;)AV(^-3)](-i), 

enz. Door optelling vindt men dan: 

(*) ^ (ar)]<-« = ^ — 1) — 4^"^ (*) A ^ (« - 2) + 

+ ^-»>(«) — 3) — ... . 

Vraagstuk CVII. 

Gaan de loodlijnen uit de middens van drie zijden van een 
yierfaodL op de overstaande zijden neergelaten door een zelfde 
punt, dan kan om dien vierhoek een dikel beschreven worden. 
Men vraagt het bewijs. (Dr. J. de Vries.) 

« 

Opgelost door Mej. S. S. Bouwmeester , Mej. A. G. Wijthoff, 
T. J. Allersma, W. Bouwman, W. Mantel, W. A. Poort, 
Dr. A. J. A. Prange, W. H. L. JiiNSSBN van Raay en Dr. J. de 
Vries. 

Oplossingen. 

I. Zoo als bekend is^ hebben de drie lijnen, die de mid- 
dens van de . drie paren overstaande sgden van een vollcdigen 

13* 
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Tierhoek Terblodeii, een gemeenschappelijk midden O. Draait 
men nu dea Tierhoek om dit punt in zijn vlak een halyen slag 
nmd, dan gaan de drie gegeven lijnen, die we onbewegelijk 
denken, Tan «uit de middens op de OToretaande sgden neergelar 
ten loodignen** OTer in ,in de middens dier oTerstaande zijden 
opgeriohte loodlgnen*'; Tan deze is het snijpunt juist het mid- 
delpunt des omgesolureTen cirkels (W. M.) 

II. Zijn (xi , de coördinaten van het hoekpunt Ai 
(ï = 1 , 2 , 3 , 4) , dau zullen do vergelijkingen der drie uit de 
middens der zijden AjAj, A2A3, A3A4 op de zijden A3A4, 
A4A, , A,Aj neergelaten loodlijnen door 

Toor te stellen zijn, als men voor ys en weer y, 

en y% schrijft. Deze drie lijnen gaan door een zelfde punt 
onder de Toorwaarde 

^3 — ^41 ^ — «4, (yi +ya)(y3 — y«) + (ir, + «j)(a?,— «4) 

yi — yiï ^i — ^M (ya4-j'3)(y4 — yi) + (a?a+^-3) (a?4— '1) =0. 

y. — yi , ^1 — , (ya 4- !/^) (yi — yj) + {x^ + ^^4) (^i — 
Trekken we dit af van de identiteit, die we verkrijgen, als 
we in dezen determinant de derde kolom vervangen door 

(y$ — yO + (X3 — a-,) 2xj 

(y* — yi) 2y + («4 — «,) Sa; !, 
Öfi— yOSy + («i — a^Saf) 

dan Tinden we 

Ui — y*» a^— «4» ys'— 5^4* + V — «4* 

y4 — yi , — «I » y*"* — yi' + «4' — a?a' = 0. 

Koeman we het eerste lid dezer vergelijking D, dan is 
2, Ji+y,, «i+«t, ^.'+^,' + ^.'4- V 

0, y4— «4— »i> 3^4"— yi'+V 
0> yi— y», «I— «I, yi*— 

o> ya— y*, ^3— a^i) ys^ — y4* + V 



— a-a 
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Hieruit blijkt, dat de vergelijking D = O de voorwaarde uit- 
drukt , dat de vier punten op een cirkel liggen (A. J. A. P.) 

AAüMERKiHOfiir. I. Het snijpunt O van de drie verbin- 
dingBlgnea der xniddenB Yan OTerotaande zijden ligt: 

0) Op de Terbindiogslgnen van de hoekpunten des koor- 
denvierhoeks met de hoogtepunten der door de overige drie 
hoekpunten gevormde driehoeken. 

1) Op de negenpuntsoirkels dier driehoeken. 

e) Op de Ignen van Sihson van de hoekpunten ten opzichte 
van de driehoeken der andere hoekpunten ( J. d. Y.) 

II. De oplossingen van Mej. Bouwmeester en de Heeren 
Allersma, Bouwman, van Raay en de Vries komen met 
de eerste, de oplossingen van Mej. Wijthoff en den Heer 
Poort komen met de tweede overeen. Alleen bij den Heer 
Mantel echter is bet denkbeeld van de draaiing aangegeven. 

Vraagstuk CVIII. 

Men vraagi twee kwadratische kegels 200 aan te nemen, dat de 
hotizontak projectie hunner doorsnee een STEiinat'sche bypocydolde 
met drie keerpunten wordt. (H. db Vkies.) 

Opgelost door H. de Vries. 
Oplossing. 

We nemen in het vertioale vlak een parabool (Fig. 60) aan, 
waarvan de as AX evenwgdig is aan de as van projectie en 
beschouwen deze parabool als de loodreehte doorsnee van een 
cylinder (keg^l met oneindig ver gelegen top), die het eene 
oppervlak uitmaakt. 

Het tweede oppervlak zal een kegel agn, die een willekeu- 
rig gekozen punt M (H', M") van het cylinderoppervlak tot 
top en een nader te bepalen cirkel in het horizontale vlak 
tot richtlijn heeft. Deze eirkel (B) raakt de IQnen WRt en' 



Digitized by Google 



198 



WISKUNDIGE 



M'B,, door onder 80^ met de as yan projectie getrokken, 
in de pnnten R| en Bat waarin deze lijnen gesneden vorden 
door den horizontalen doorgang Tan het vlak door M en de 
topbeBchrijvende dea cylinders, en ia hierdoor bepaald. 

Eerstens kan nu gemakkelijk bewezen worden , dat het raak- 
vlak in K aan den cylinder den kegel aanraakt langs de be- 
schrgrende Ign MT gelegen in het symmetrievlak eTenwgdig * 
aan het yertioale Ylak. Want nit de geljjkheid van DA en 
AO Tolgt de gelgkheid van TB^^ en B^M', als T het snijpunt 
Tan M'0 met den horizontalen doorgang Tan het raakylak aan 
den cylinder Toorstelti enz. Dus is M een keerpunt Tan de 
doonmee en H' een keerpunt Tan de horizontale projectie. 
Yerder is de raaklijn in elk der beide punten E, , E^, die 
door het hulpylak M^'A^B^ worden opgeleverd, loodrecht op 
het horizontale vlak gericht en zijn de punten E\ , E'^ dus 
keerpunten der projectie. Eindelijk snijdt do cirkel B de op 
den cylinder gelogen lijn igj, Tan het horizontale vlak in de 
onbostaanbare cirkelpunteu en liggen deze dus op de projectie. 
Derhalve bezit de kromme Tan den vierden graad , die de 
horizontale projectie der doorsnee is , al de kenmerkende eigen- 
schappen der STEiNEfi'sche hypocycloïde met drie keerpunten. 



Vraagstuk CIX. 

Van een Tiakke kromme van den vierden graad met een drie- 
Toudig punt zijn gegeven het drievoudig punt O en de beide paren 
toegevoegd onbestaanbare asymptoten. Men vraagt de kromme te 
constmeeren. (H. de Vriss.) 

Opgelost door H. de Vries. 
Oplossing. 

1. Waren de vier aHyniptoton , a.^ , a^^ bestaanbaar, 
dan zou men volgons de stelling van Vraagstuk 65 de kromme 
punt voor punt kunnen construecicn duor op iedere rechte r 
door O een punt 1' aan to nomen, dat aan de betrekking 
OP = OA, -f ÜAj + OA3 -f OA^ (A, snijpunt van r met ff,) 
voldoet. Nu dit niet het geval is, kan men echter door mid- 
del van twee hulpkegelsncdcn tot hetzelfde doel geraken. 
' Deze hulpkegelsneden gaan door ü en hebben de paren van 
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toegevoegd onbesiaanbaie asymptoten der gezochte kromme 
tot asymptoten. Zijn nl. (c/i , a^) cn (a,) de paren toege- 
Yoegde asymptoten en sngdt r de beide kegeleneden ten twee- 
den male m A' en A'^, dan is 

OA, + = OA' , OA3 + OA, = OA" 

en dus OP als som der bestaanbare segmeuten OA' en OA" te 
bepalen. 

2. Zijn de toegevoegd onbestaanbare asympfcoten , ge- 
geven als de dubbc'lstralon ccner elliptische involutie met de 
top bepaald door de paren (/>, , b^) , (r, , c.^ , dan is de 
overeenkomstige hulpkegelsnee K' de kegelsnee door O , die 
M' tot middelpunt en ('t , ''^3) , (''1 , c^) tot pareu van toege- 
voegde middellijnen heeft. Met behulp van deze gegevens 
bepaalt men onrniddeHgk zes punten van K' , zoodat deze punt 
voor punt kan worden geconstrueerd. In het bijzonder kan 
men met behulp van de stelling van Pascal het tweede sng- 
punt A' met een willekeurige rechte door O bepalen, enz. 

3. De drie raaklijnen in O verkrijgt men door de symme- 
trische kegelsnee van K' ten opzichte van O te bepalen en 
de drie van O verschillende snijpunton van deze met "E." te 
verbinden met O. 

Aanmerkingbit. I. Hebben de asymptoten a, en en ook 
u.^ en , onverschillig of ze bestaanbaar zgn of onbestaanbaar, 
dezelfde oneindig verre punten 1' en l'^, dan zijn deze punten 
dubbelpunten der 0^ De rechten OF en OV hebben dan 
vijf punten met de kromme gemeen, zoodat de kromme zich 
in deze rechten en een kegelsnee splitsen moei 

II. Is een kromme C» met een n ^ 1-voudig punt door 
haar gedeeltelijk paarsgewijs toegevoegd onbestaanbare asym- 
ptoten gegeven, dan kan zij langs dezen Nvog met behulp der 
stelling van Vraagstuk 65 worden geconstrueerd. 

Vraagstuk CX. 

Wordt een oppervlak F» van den w^*"" graad door een kwadra- 
tisch oppervlak gesneden, dan ontstaat er een ruimtekromme 
R-'* , die ft (n — i) door ecu willekeurig punt P gaande koorden 
toelaat. Te bewijzen, dat deze koorden liggen op een kegel van 
den n — graad. (H. de Vries) 

Opgelost door J. Cardinaal en H. de Vries. 
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Oplossing van H. de Ybibb. 

. 1. Be kegel vaa den graad 2«, die P tot top en R** 
iot richtljjn heeft, sDtjdt F' volgens een tweede kromme 8^ 
van den graad 2n ; want de volledige doorsnede van K'" en F* is 
oen kromme van den graad 4m. Deze kromme 8"* is de meet- 
kundige plaats vau het tweede snjjpnnt B van met de 
rechte, die P verbindt met de punten A van E^. Twee 
overeenkomstige punten A en B van B.** zijn dus op een rechte 
r door P harmonisch gescheiden van P cn het snijpunt Pr 
van r met het poolvlak ir van P ten opzichte van P'; anders 
gezegd K^'" en S^" zijn overeenkomstige krommen van twee 
perspectivische coUineaire ruimtestelsels met P cn ir tot cen- 
trum en vlak van perspectief. 

Uit het bovenstaande volgt, dat de snijpunten van R^" en 
S^» zich in twee groepen rangschikken. Eerstens is elk snij- 
punt van R'" met ir tevens een punt van S^". Ten tweede 
zal elk punt C buiten w gemeen aan R^" en S^" een tweede 
punt gemeen aan beide krommen opleveren, nl. het punt D, 
dat in de aangewezen overeenkomst involutorisch hij C be- 
hoort. Dus zullen dc gcmronschnppolijko punten buiten tt 
paarsgewijs voorkomen en het aantal dier paren tevens het 
anntal door P guando koorden van Tl-' doen kennen. 

Het aantal snijpunten van R-" en S-" is tevens dat van S^" 
en F„ en als zoodanig 2/<'. Trekt men hiervan de 2h in tt 
gelegen punten van R^" af, dan blijven er ti (n — 1) buiten 
TT gelegen paren gemeenschappelijke punten over. Dus gaan 
er door P een aantal van n (n — 1) koorden van R^". 

De gevonden uitkomst , die hier met eenvoudige hulpmidde- 
len afgeleid is, is een bijzonder geval eener meer algemeene. 
Zoo als men weet, laat do snijkrommo R*"" van F"" en F" een 
aantal van ^ mn (m — 1) (n — 1) door P gaande koorden toe 
(Salmo.n-Fiiüdler , Anal. Geom. des liaumesy Auflage 3, Band 
2, Art 106.) 

2. Het in de aang(yArezen verwantschap met F" overeenko- 
mende oppervlak G " heeft met F" een ruimtekromme van den 
graad gemeen, die zich splitst in de vlakke doorsnee C» 
van F" met tt cn in een i uimtekromme van den graad ^/(n — 1). 
Deze ruimtekromme snijdt F" volf^ons de 2tt (n — 1) niet in jr 
gelegen gemeenschappelijke puuteu van R-'* en ö^*. 
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In den bundel (F", G") komt een oppervlak voor, dat zich 
splitst in hut vlak tt en een oppervlak H"~^ Dit oppervlak 
H""~* gaat door do 2n (n — 1) buiten tt gelegen snijpunten 
Tan R'" en S^". De doorsnee van F- en H'"~^, een ruimte- 
kromme T*(*-'', gaat dus ook door die punten en heeft met 
betrekking tot P dus dezelfde koorden als R*" en 8*". Doe 
wordt zjj uit P door een kegel L*''^ geprojecteerd. Op dezen 
kogel liggen nu ook de » (n — 1) koorden , enz. 

Aanmerkino van J. Cardinaal. Omtrent de ligging der 
« (n — 1) dubbelstralen des kegels, die Pt-* uit P projecteert, 
geeft de te bewijzen stelling slechts ten deele uitkomst. Vol- 
gens een verhandeling van Cayley {Journal von Crelle ^ deel 
111, biz. 347) schijnt JIalphen zich met deze kwestie het 
eerst beziggehouden te hebben, ofschoon de plaats, waar hij 
dit doet, niet wordt vermeld. Cayley merkt op, dat dc lig- 
ging dezer dubbelstralen niet volledig wordt omschreven door 
den graad aan te geven van den kegel van den hoogsten graad , 
waarop zij gelegen zijn, maar dat zij ook op kegels van hoogere 
graden gelegen zijn. Waaruit dan volgt, dat de n {n — 1) 
dubbelstralen in het algemeen geen willekeurige stralen van 
een kegel van den (» — l)6ten graad zijn. Als voorbeeld geeft 
Gaylet o.a. den kegel aan, gevormd door de 12 dubbel- 
stralen van het geyal « = 4. De kegel van den laagsten 
graad door deze 12 stralen is Tan den derden graad; maar de 
genoemde stralen liggen ook op oen kegel van den vierden 
graad en hebben dus de bijzondere ligging aan de doorsnjj- 
dingsstralen dezer twee kegels eigen. Overigens geldt de 
stelling niet alleen voor de doorsngdingen , gevormd door kwa- 
dratische oppervlakken, maar voor élke willekeurige kromme. 
Zijn f» en it de graden van de oppervlakken , dan is de laagste 
graad van den kegel door de dubbelstralen {m — 1) (n ^ 1). 
Het bewijs wordt door Gatlkt gegeven voor een oppervliüc 
van den derden en een van den vierden graad. Past men 
zijn methode toe op het gegeven geval» dan verkrggt men 
het volgende bewjjs, dat dus als een omzetting van het zijne 
te beschouwen is : 

Men sohrijve de vergelgkingen der oppervlakken P' en F" 
in den vorm 

tfoV + ^\^^ + »a = O, 
W + + »4- .... iaP4 + *» = 0j 
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hierin stellen aa, ''a» ^o> '•i • • • • algebraiscbe vormen 
in ar, , x^^ 0:3 voor van den graad , door don indox aangeduid. 
Elimineert men X4 tusschen deze vergelijkingen en gaat man 
tot (.artesische coördinaten over, dan hoeft men do vergelijking 
van den kegel met den oorsprong als top en R^* als richt- 
kromme. Deze kan, gelijk bekend is, in den vorm Tan een 
detmiinant geschreven worden. Vormt men etenwel in plaats 
van den rolledigen determinant, den onvoUedigcn , ontstaan door 
de eerste Tergelijking met x^"-^, a-^*-* , . , a?*, 1 te vermenig- 
Tnldigen en de tweede onveranderd te laten, dan verkrijgt men : 
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Deze determinant, die uit » rgen en n + 1 kolommen be- 
staat, geeft tot « + 1 determinanten aanleiding; stelt men elk 
dezer determinanten afzonderlijk nul, dan geeft elk ecu kc^el 
van zekeren graad, die door de fi(ii — 1) dubbelstralen gaat. 

De determinant van den laagf^tcn graad wordt verkregen door 
weglating der laatste kolom; zijn graad is n — 1. De overige 
geven de kegels van hoogere graden. Slechts als n = 3 is 
cjjn de 4» (ff 1) = 6 dubbelstralen 6 willekeurig gelegen stra- 
len van een kwadratisch en Ivegel. 

Yoor verdere bijzonderheden wordt naar het aangehaalde 
stuk verwezen. 



Vraagstuk CXI. 

Op de zijden BC, CA, AB van een gegeven driehoek ABC 
construeert men de driehoeken A'BC, B'CA, C'AB gelijkvormig 
met een anderen gegeven driehoek ce/Sy. Te bewijzen, dat men 
een driehoek A"B"C" conslrueeren kan, waarvan dc zijden gelijk 
en evenwijdig zijn aan AA', BB', CC', en dat deze driehoek 
A"B"C" alleen dan gelijkvormig is met driehoek A'B'C', als A', 
B', C' de middelpunten zijn van de in- of uitwendig op de zijden 
van ABC beschreven vierkanten. (J. Neuberg.) 

Opgelost iiaor T. J. Allersua en J. Neuberg. 
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Oplossing van J. Neuberg. 

1. De methode der equi pollen ties kan een eenvoudige op- 
lossing van dit vraagstuk verschaffen. 

Stellen e naar richting en grootte de zijden £C, CA, 

AB van den gegeven driehoek ABC voor, dan kunnen we 
stellen 

BA' = Xa , A'C = fxa , 
CB' = X* , B' A = fib , 
AO' = Ac , C'B 

waarin X en /c oonstante complexe grootheden zijn, die van 
den vorm van driehoek ajiy afhangen. Wijl BC = BA' + A'0 
is , geldt de betrekking X + M = 1- 
Hieruit Tolgt dadelijk 

AA' = « + Xa, BB' = a-hX^ C(y = d+Xc 

eu dus 

AA' + BB' + CC' - (a + i ^- c) (1 + X) , 

wat nul is , omdat o + & -f- c verdwijnt. Dus zijn AA', BB', CO' 
equipolleut met de zijden van een driehoek A"B"C". 
2. Men vindt verder 

BC=^6-i-Xc , 0'A' MC H- X«. 

Nu zgn de driehoeken A^B'^C en A'B'C gelgkTormig onder 
de voorwaarde 

B'C' AA' 
CA' ~ 0*A" ' CA' ~ BB' * 

of 

/tt* 4- Xc _ g-l- Xa _ c (X -f jtt) + Xa ^ftc — X* 
fic a+ \b a (A -t- ju) + X6 jud — Xe 

Deze voorwaarde laat zich schrijven in den vorm 

(X^ + /i'O {ab - c') - 0. 
Aan de vergelijking ab — = O is alleen voldaan , als de 
gegeven driehoek ABC gelijkzijdig is. Want met behulp van 
de betrekking a + 6 + c = O gaat zij over in ab -i- O, 

of 4" = — i (1 ^ K — 3), die zich splitst in mod. 4" = ^ 
O b 

en arg. ^ = 120^. In het algemeene geval van een ongelijk- 
zjjdigen driehoek ABC treedt de verlangde gelijkvormigheid 
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dus alleen in onder do voorwaarde + /ei'= O of X — =b fiV— 1 , 
dat is als de driehoek afiy gelykbeenig rechthoekig is ea de 
rechte hoek zich in a bevindt. 

3. In het bijzonder geval X=±fiV — 1 zijn de lijnen 
AA', Bfi', CO' achtereeiiToIgens loodrecht gericht op B'C% 

CA', A'B' en gelgk aan deze. Dan U d1. AA' » B'O'K^ 
• Dit wordt (fig. 51) ook geroakkelgk meetknndig aangetoond. 
Want als D, E, F de middens zgn van BC, CA, AB, zgn 
AA' en B'C de Bluitlijnen der segmentenveelhoeken AEDA' 
en B'£FC» waarvan de samenstellende segmenten twee aan 
twee gelijk zijn en in behoorlijken zin loodrecht op elkaar 
staan (AË » tB'£, £D = i¥0\ DA = i£F). 

AAjrMBBKLETGEJr. I. Omtrent dit vraagstuk vergelijke men 
o.a. de «Notes de géométrie*' van den voorsteller (Annmirê 
d0 Passoetaikm frangaise^ Congres van Besan^on , 1898 , blz. 84). 

II. Construeert men hot parallelogram AC'CD (fig. 52) en 
verecnigt men I) mot A' en B', dan bewijat men gemakkelijk, 
dat do driehoeken B'CD en CAB gelijkvormig zijn. Ilieruit 
volgt dan spoedig , dat B'BA'D een parallelogram is en do 
zijden van driehoek DAA' gelijk en evenwijdig zijn met AA', 
BB', CC'. Dit is de gang van de door den Heer ALLfiRSiU. 
ingezonden oplossing van het eerste gedeelte. 



Vraagstuk CXII. 

Sin** 

De vergelijking jf = 5; te onderzoeken. 

om 5^ 

(J. Neuberg.) 
Opgelost iüwr T. J. Allersma en P. de Wijs. 

Oplossing van P. dk Wijs. 

Sin *r 

1. De functie -7—— is periodiek (periode = w) ; de kromme 

bestaat dus uit oneiudig veel congruente declen. Het onder- 
zoek kan zich echter bepalen tot het gedeelte begrepen tus^ 
schen x = O en x = {ir, want vervanging van t door n — ar 
vernndcrt do vergolijkiiig niet. Dus is do krommo symmetrisch 
met betrekking tot de lijn x = iw. 
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"Wij vinden 

, _ _ 5 Sin ^ Sin 4x 

9"^"^= 10 (2 Sin«« + 2 QmHx - Sin«Sin4arCo83ar). 

2. Het Terloop der kromme (fig. 53) wordt gevonden uit de 
oonstmetie der volgende punten 

«s=0, y=:0 ,/ssO,(jr minimum) , 

« = y = =t 00 , y' = co 

« = ^7r, y = — :t ,y' = 0 , (y maximum), 

« = i3'r, y = — tVi 
»==Jir, y = =poo , y' = oo 
« SS ff — 1 , y' SS O , (y mmimum). 
Wgl 2(SinV+Sin'4x) grooter is dan 4SindrSin4B en dus 
a fortiori grooter is dan Sinr Sin4«Cos3jr, komt in teeken 

steeds met zr. — =- , d. i. met v overeen. Dus keert de kromme 
Sin öjp 

OTeral de bolle zijde naar de <mui (geen bnigpunten.) 

Aanmerking. Men bewijst gemakkelijk, dat het oppervlak 
tusschen de kromme en de x-as uiet tot een eindige grens 
nadert door voor elk der iutervallen 

(Z l\ Iz —\ llL l\ 
U' öj» U' 4/' \V 5j' U' 2j 

Sin 

de integraal van ^^^^ te Tergélijken met de integraal van 
^ (fip, de laatste telkens yermenigvuldigd met de kleinste 



Sin 5.x; 

volstrekte waarde van Sin^o; over het interval. In elk dier 
gevallen wordt nl, Eel& de integraal van ^ oneindig. 



Vraagatuk CXIII. 

Men vraagt de coëfficiënten ö« der vergelijkingen 
X, =ariJ>i H- «rj^a + • • • 4- ^rêj's + • • • = I , 2 , . . . «) 
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zoo te bepalen , dat men de oplossingen naar ys (s ^ 1,2,...») 
vindt door ;v en ^ te verwisselen. (C. Vak Aller.) 

Opgelost dM>r C. vak Aller ^ Dr. C. Stolp. 

Oplossing van C. tan Aller. 

We sporen aanvankelgk de voorwaarden op, waaraan de 
coëfficiënten in de oorspronkeljjke vergelijkingen, die we de ver- 
gelijkingen 1) zullen noemen, moeten voldoen, opdat de lineaire 
uitdrokkingen , die men na oplossing der grootheden y« ver- 
krijgt , coëfficiënten hebben , die evenredig ztjn met die yan de 
tweede leden der vergelijkingen 1). Onderstellen we derhalve 

dfin zullen deze waarden de vergelijkingen 1) identiek moeten 
maken. Door substitutie van 2) in de vergelijking 

vindt men in het tweede lid als coëfficiënt van x, 

m (d^n^H + ^n^t + . . . + ffrn^tu) • • • • 3), 

welke iiitdrakkiDg gelijk ndl moet zijn, als r en « ongelijk 
2t|n en voorts voor de n verschillende waarden van r dezelfde 
waarden moet aannemen, als r en « aan elkaar gelijk zijn. 
In de eerste plaats zal dns, daar m niet nul kan zijn, 

moeten zijn, als voor r en s twee ongelijke getallen uit de 
rij 1 , 2 . . . n worden gesubstitueerd. Nemen we r = 1 en 
« = 2 , dan vindt men uit de verkregen betrekking 

en als we stellen r « 2, 8= 1 

öaa 4" *ii = — . ... O). 

De gevraagde coëfficiënten moeten zoodanig worden gekozen, 
dat de beide uitdrukkingen voor au + a^-i gevonden aan elkaar 
gelijk worden. Men kan hieraan voldoen door ze afhankelijk 
te maken van nieuw in te voeren grootheden Pn Pa * * - Pn, 
S', , ^2 > « • * ^j» en te stellen 
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waarbji we UgTen aannemen, dat r en 9 Teraohillen. De be- 
irekkingen 5) en 6) gaan daardoor beide OTer in 

of, als WO stellen 

Piii + Ptit +....+ p»S» = S . . . . 8) , 

in 

Even als voor a^^ + a^j k^ii J^^n uit 4) in liet algemeen voor 
Orr + O SS twco verschiUende uitdrukkingen binden ; de substi- 
tutie 7) doet beide overgaan in 

Hieruit leidt men gemakkeljjk af 

S 

of voor eene willekeurige waarde van r 

«rr = Vr<lr — ^ 10). 

In de tweede plaats moet de uitdrukking 3) onafhankelijk zijn 
Yan r als r en « gelijk zijn. Sabstitueeren we nn in deze 
onderstelling de waarden voor ff» en uit 7) en 10) in die 
uitdrukking, dan vinden we met weglating van den üftotor m 

«riCgr + *»««*r + .... = 

een waarde, die werkelijk niet verandert met r. 

Het blijkt dus dat de substituties 7) cn 10) do uitdrukking 
r>) aan de bei Je liaar gestelde eischen doen beautwoordcn. De 
gevraagde vergelijkingen hebben derhalve den vorm: 

*i = \^9x — fjyi +PMi + Pim + • • • 

=Miyi + {Piüi - l^jvi + ftJiy» + . . - l , . 12), 
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waarin de grootheden p en q wiHekenrig kunnen gekoaen 
worden en S geyonden wordt uit 8). 

Lost men nu uit deze vergelgkingen y, ....y» op, dan Ter- 
krygt men dezelfde vergelijkingen terug met verwisseling van 
;r en y en slechts met dit onderscheid, dat alle coëfficiënten 
in de tweede leden met een zekeren factor m zijn Yermenig- 
vuldigd. Hierby sy opgemerkt, dat do gestelde opgave met 
het Toorgaande reeds opgelost is, als slechts wordt gelet op de 
onderlinge verhoudingen van de grootheden x en van de 
grootheden ^; dit is b.v. het geval als . . . . x„ en tfi . . . .y„ 
honiogone coördinaten zjjn van punten in de ruimte met 
it — 1 afmetingen. 

Men kan echter gemakkelijk bereiken , dat de bedoelde factor 
m gelijk aan de eenheid wordt, waardoor zonder cenig voor- 
behoud aan de voorwaarde in de opgave wordt voldaan. iVocmen 
we A den determinant van het stelsel 12), dan is de deter- 
minant van het stelsel, dat door de oplossing van yi . . . . 

1 

wordt verkregen, gelijk aan = ~. Zoodra A = rb 1 is, 

A " A 

wordt dus de overeenstomming in coëfficiënten van de vergelijking 
12) met die van haar oplossingen in y volkomen. Ten einde 

S 



Pi2 



IÏ3 



S 

2 



Pz1% 

S 

P^U—2 



te berekenen, verwisselen we rijen met kolommen en passen 
we op beide determinanten den regel voor de vermenigvuldiging 
van determinanten toe. We vinden dan, lettende op 4) en 11), 



4 

O 

O 



• • • • 



s 

4 



- O 



O 



?3 
4 
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of A = i 1 -^r 1 . Wordeu dus alle elemonteu van A met ^ 

yemenigYaldigd, dan wordt de detemmani géiyk aan :t: 1; 
met denselfden factor behooren derhalve ook de tweede leden 
YBD de Torgelgking 12) te worden vermenigTuldigd om aan 
de eiflchen der opgave te voldoen. 

Voorbeeld. Nemen we « = 3 , />, = 3 , ;>2 = 6 , = 5 ^ 
= 2 , q.2 — \ , = — 2 , dan wordt S = 2 j de vergelijkia- 
geu worden nu 

«I = 5 4- 3 ^3 — 6 1/3 , 

= 12. + — 12 
a?8 = 10 j^i 4- 5 ya — 11 y^. 

Werkelijk worden nu jfi, y.^ en hieruit opgelost, als men 
slechts de letters « en y Yerwisselt. 

OPHBRXiNa. In het geval, dat . . . d*» en yi . . . y« homo- 
gene coördinaten sfjn van punten in de ruimte met i» ~ 1 af- 
metingen y zooals we hoven onderstelden , wordt door de verge- 
lykingen 12) een transformatie uitgedrukt, die zoowel het punt 
(«1 , 3^ . . Tn) overbrengt naar het punt (yi , ya . . y») , als het 
laatste naar het eerste. Deze transformatie is een homologiê. 
Het punt (pt ^pi. .pn)U nl. een dubbelpunt; want voor yi = j»t, 

s s s 

ya=|>a,..y«-;>,wordtgevondenaï,= — j)„ x,^ = , . . x»=^p^. 

Voorts is nog ^,yi + ij^ij, + • • ^»y» = 0 een meetkundige plaats 
van dubbelpunten. Het laatste blgkt o. a. gemakkelgk, als 
men 12) in den vorm 

«I = ^ -^Pt (9[itft + ^éfi + • • y-y») » 

s 

schrgft. In het geval van » ^ 3 b.v. is dus (pttl'a} /^a) 
delpunt van homologie en + q^x^ + q;^x^ s O de verge- 
lijking van de as van homologie. Daar de transformatie invo- 
lutorisch is, is bljjkbaar de anharmonisohe verhouding, die bij 
de homologe transformatie optreedt, gelijk aan — 1. 
Witt. Ofo., Dl. YI. 14 
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Vraagstuk CXIV. 

Men neemt van de raimtdoromme Rft, volgens velke twee op- 
pervlakken Ff en F' elkaar snijden, twee koorden 0 en ^ aan; 
gevraagd hoeveel koorden van bovendien en ^ snijden. 

(J. CAia>INAAL.) 

Opgelost door J. Cardinaal, W. A. Poort H. de Vries. 

Oplossing oan H. de Vries. 

Door een willekeurig punt in do ruimte gaan in het alge- 
meen \pq{v — — 1) koorden van de doorsnede van 
twee oppervlakken van de graden y q\ door een willekeurig 
punt van de gegeven koorde a zelf gaan er dus behalve o nog 
^//^(/) — l)(-7 — • 1) - 1. Van het oppervlak F, dat gevormd 
wordt door de koorden van R''* die a snijden, is de Ijjn o 
dus een \\p'i{v ~ O (? — 1) — l|-voudige rechte. 

Ieder plat vlak V door a snijdt Rp' in })q — 2 punten , die 
niet op a liggen en die twee aan twee verbonden kunnen wor- 
den door \i^pi{ — 2) (p^ — 3) koorden van Rm die a snijden; 
deze koorden vormen met de lijn a de volledige doorsnede van 
het vlak V met het oppervlak F. Want door ieder willekeurig 
punt 1* dezer doorsnede, dat niet op a ligt, moet een koorde 
van gaan , die a snijdt en derhalve geheel in het vlak V 
ligt. De gniad m van het oppervlak F is dus 

ïn{.P - 1) - 1) - 1 -h ïiH - 2) (P3 - 3) 

of 

pV— + -2/;^ -f2. 

Eigenlijk zouden aan het oppervlak F nog toegevoegd moe- 
ten wor^n de beide kegels van den graad i^pq^ — 1), waardoor 
Rn uit haar beide sngpunten met a geprojecteerd wordt; want 
de beschrijvende Ignen dezer kegels zijn ook koorden Tan 
die O snijden. Wg zullen echter deze kegels weglaten, wijl 
zij oneigenlijke oplossingen van het vraagstuk bevatten. 

Aangezien een willekeurige rechte h het oppervlak F in m 
punten snijdt, is m het aantal koorden van lüt, die de koorde 
a en een willekeurige rechte h sngden. Is echter ook h een 
koorde van R^v, dan moeten van dit aantal m nog de 2(p9 — 3) 
oneigenlijke oplossingen worden afgetrokken, die men verkrijgt, 
als men door elk der beide snijpunten B| , Bt van h met Rw 
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en a een vlak brengt, TV"^ door deze vlakken snijdt en de 
{pq — 3) snijpunten in het vlak door Bi met Bi (»=1, 2) ver- 
bindt. Het aantal oplossingen van het vraagstuk is dus 

\pY - -I- J) - 2« + 21 -2(|ij - 3) 

of 

P¥--iP!2(P + 2 + 8)-f-8. 



Vraagstuk CXV. 

Hoeveel driepnntige kooiden van de kronme uit het vorige 
vraagstuk (rechten , die met Rw drie punten gemeen hebben) snijdoi 
tevens de koorde a? (J. Caroinaal.) 

Opgelost dffÜT J. CAItDINAAL. 

OploBsing. 

Stelt men den graad der kromme door m, het aantal harcr schijn- 
bare dubbelpunten door h voor, dan duidt (m — 2) [h — lm (m - l)] 
den graad van het oppervlak der driepuntige koorden , h ~ m 2 
den graad van veelvoudigheid van R"* op dit oppervlak aan. 

Het gevraagde aaatal wordt dus voorgesteld door 
(«_2)[A-|i»(m-l)]- 2(A-m + 2), 
wat «oh na invoeging der waarden 

m = * = — 1) - 1) 

herleidt tot 

m - 4) l^pqip - 1) (ï - 1) - {pq - 2) {pq + 3)| 

Dit aantal verkrggt de kleinste waarde, die van nul verschilt, 
nl. 4, voor p s= 2 , j » 4. 



Vraagstuk CXVL 

Men vraagt de waarde te bepalen van 

Sinaxdx 



tf*» — I 

O 



(J. C. Kluyver.) 



Opgelost door J. C. Klvwbr, W. A. Poort, Dr. C. Stolp 
P. DB W^s. 

14* 
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Oplossing van J. G. Kluyver. 

, , . V Sin a^ 

We beschouweu de functie f{s) = — — - van de complexe 

veranderlöke « s= « + ty. Deze functie is eenwaardig en eindig 
binnen den rechthoek OABC (fig. 64) met de hoekpunten O, 
2wi 2wi 

k, k -\- — , -r- , mits men het laatste hoekpunt C met behulp 

van eoii kloiiion kwartcirkel DE van den rechthoek afsnijdt. 
Het punt C toch is oon onkelvoudip^c pool van f{z). 

Do into<i;raal, genomen langs den omtrek OABDËO, is nul. 
Derhalve beeft men 

J - 1 ^ j c*<*+w — 1 «"-1 

0 0 Jk 

O 

/Sin aiy i 

b 

Nu is de laatste integraal volgens de stelling van Oauchy 



— — » Lim 
2 



Sin axi^ — -^-j 



— 1 



2ira 2ira 



2iK 



Laat men nu in de som der randintegralen k oneindig wor- 
den, dan vindt men door de beschouwing der bestaanbare ge- 
deelten 



/"Sin ^7j- 2irni /'Sin 1 / 



TT / ~7~ "~ ■ 

+ 



Laat men thans £ tot nul naderen, dan wordt dit 
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■na ira oo Ta ira 2va 2ir« 

O 

Hieruit Yolgt ten slotte 

?Sin 1 TT «* 4- e * 

I i*^*^*~""2a 2* ^ 

in overeenstemming met Bterens de Haan, Exposé de la 
titéorie des intégrales définies^ blz. 557. 



Oplossing van W. A. Poort, Dr. C. Stolp en P. de Wijs. 

Do gegeven integraal heeft blijkbaar alleen voor positieve 
waarden van O eeaige beteekenis. In deze onderstelling past 
men de formule 



«~ Sin axdx = 



(BiERKNs DE HAANf NouDcUes tobles dHntégraleadéfinies, Table 
261, I) toe. Geeft men hierin aan n achtereenvolgens alle 
geheele positieve waarden en telt men rervolgens alle verge- 
Igkingen bij elkaar op, dan vindt men 

"r_L 1 

2a' 



oc 



Sm oa? , TT « • + 1 
ax = — . 



e 



* -1 



in ovei'eenstemming met Table 264, 2). 



Vraagstuk CXVII. 
Bepaal de waarde van de uitdrukking 



Lim 



*5 

Cos — / . , 

2 j 4r'* -|- I a;« + 1 



tn de onderstellixig , dat het positieve getal d! < i meer en meer tot 
de eenheid nadert. (J. C. Klxtyvbr.) 

Opgelost door J. C. Kluyver en Dr. C. Stolp. 
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Oplossing van Dr. O. Stolp. 
Maken w{j gebruik van de reeksontwikkeling 

e'' ~ 1 4 ( * . * , <P , ) 
= — { 1 1 + » -f enz. > , 

dan wordt 

We stellen het eerste lid deaer Yergelijking kortbeidsbalve 
door f{a) 70orensubBtitaeerenmhettweedelid«=:(2m-t-l)sr} 

dit geeft 

In BiBBBKS DB Haait, Notmlles tables d^mt^frales d^kim^ 
7Mê 18, 1) Tiuden we de yergelijking 



Schrgven we hierin '^^^ Yoor |», waardoor Sin px of 



Sin -h in Cos y ov«fg«»*i «teMen we « y^, dan 
wordt de laatste vergelijking 

zoodat voor 1) ook geschreven kan worden 

2* + ' —1(1 1 1 1 ) 

= 2' (r^+2^ + 3^+4^ + ®°*T 

De gezochte limiet is dus 

2« — 1 »" 

^« 2--T=T' 
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Vraagstuk CXVIII. 

Ih een bundel F -|- ÏF' = o van kwadiatisdie oppervlakken vindt 
men zes oppervlakken, waarop scbeeve vierhoeken gelegen zijn, die 
in de basiskromme van den bundel zijn beschreven. Gevraagd de 
waarde van l voor deze oppervlakken. (J. C. Kluyver.) 

Opgelost door J. C. Kluyver. 
OploBBing. 

Wjj maken gebruik van de volgende stelling, voorkomende 
in Salmok-Fiedlbb , AnalyHseh» Geometrie desBaumes^ dritte 
Anfl., I, S. 260: 

„Als twee paar overstaande ribben van een viervlak, be- 
„sohreven in een oppervlak F', gelegen zgn op een oppervlak 
»F, voldoen de onderlinge invarianten dezer oppervlakken aan 
„de voorwaarde: 

4Ad^ = + SaHT." 

De oppervlakken F + XF, in plaats van F gesteld, voldoen 
aan deze voorwaarde, welk oppervlak F + juF ook in plaats 
van F' worde genomen. Wg hebben dns in bovenstaande ver- 
gelgking de invarianten van F en F' door die van F + XF' 
en F + fiF' te vervangen en uit te drukken, dat deze verge- 
mking bevredigd is voor elke waarde van fu 

In de eerste plaats moet voor A gesubstitueerd worden 

A + Aö + AV + A='ö' + A*A' = G (A). 

De uitdrukking voor dc andere invarianten worden wat een- 
voudiger , als raen A door x, : x., en /u door y, : vervangt , 
zoodat men voor 0(A) de symbolische uitdrukking fi*x kan 
schrijven. In deze onderstelling toch nemeu de bedoelde in- 
varianten de volgende gedaante aan 

De voorwaarde ter bepaling van A s r, : d?, kan derhalve in 
den vorm 

gesohreven worden, waarin a, c symbolen van gelijke be- 
teekenis zijn. Deze vergelijking kan zoodanig herleid worden , 
dat ^ = yi ixfi wordt geëlimineerd. 
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Hiertoü schrijve; mon haar oorst in deu vorm 

Na deoling door (xy) wordt zij dan 

— 2flxVy^-V;^, (be) {ó,Cs + V,) + ^sVcs%Cy{ab) = 0. 
Als men in den eersten term b mot c verwisselt, keert dese 
van teeken om; hy is dus nol. Dus biyft er 

— 2o,**,V/ (be) + 4tf.»6,V*/V W - O, 
Yerwisseliog in den eersten term Tan b en 0, in den tweeden 
Tan O en 6 geeft 

— 2as*b^s {bef {1,^, + b^c,) + We^V i<iby ^ O, 
of korter en met verwisseling yan a en <t in den eersten term 

De eiudvcrgülijking wordt dus 

c,Vo*W M = 0. 
Het eerste lid is de covariant T van den zesden graad van 
a/. De gezochte waarden van den parameter A sjjn dus de 
wortels van de vergelgking, verkregen door den covariant T 
van den bikwadratischen vorm 

G(A) = A + Ad -h A> + X*9' + A*A' 
nnl te stellen. TeTons is nu aangetoond, dat de zes gezochte 
opperrlakken in drie paren Terdeeld knnnen worden, zoodanig 
dat vnn elk paar de onderlinge inTarianten 9 en éK tegelgk 
nul zijn. Immers, zgn «r, : en yi : twee toegevoegde wor- 
tels van den covariant T van den grondvorm a»^ dan is zoowel 
als a/og identiek nol. 
Men vergelijke aangaande deze zes oppervlakken, die ten 
opzichte der basiskromme nog zeer belangrijke eigenschappen 
vertoonon, Ameseder, Ueber Configurationen auf der Raumcurvo 
4tef Ordnuiig Ister Species (Süzungsberichte der Wiener Akad. 
der ir., 87). Door Amesbdbr worden zg de oppervlakken van 
Yoss genoemd. 

Vraagstuk CXIX. 

Als de betrekking 
geldt, bestaat er tusschen 4; en een stelkundige betrekking 
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(Abel, Oeuvres etnnplète* I, bh. 619). Men vraagt deze betrekking 
af te leiden. 0. C. Klvyver.) 

Opgelost door J. C. KLxnrvER. 

Oplossi ng. 

De bikwadratiecbe Tonn + Sjc' + 3 heeft twee invarianten 

15 11 

= — , Va = . De inversieformules van Halpuen (Fonctions 
4 8 

tUipttquea I, bli. 120) geven hier na invoering van het con- 
stante argument 9, bepaald door pv = — — , p'v — O, 

1 p'ii, . , 15 11 

De wortels der p>fiuiotie zijn e, = ^ (1 + 2 K3), e.^ — ~ 

= — 21/3), waaniit blijkt, dat het ai^ment v gelgk 

4 

is aan de halve periode a>". 
Als men nu op dezelfde wjjze de betrekkingen 

t P'tta do 

aanneemt, gaat de diiferentiaalvergelgking over in 

du, V — 'd=^du^j 

of 

«, V^ — 8 = ii, + c 

ToBsohen en y sal een algebraieehe betrekking bestaan^ 
als die bestaat tnssehen pu, en pu. . Dit zal blgkbaar alleen 
dan het geval kannen zijn, als de imaginaire perioden 2t/ en 
2wV^ — 3 dezer beide p-functies in een meetbare verhouding 
staan. 

Inderdaad kan men bewgsen, dat hier 2w' = 2«tfK— S is. 

Wij deelen voor dit bewgs de periode AD — 2v>' van de 
functie pu met het periodenparallelogram ABOD (fig. 55) in 
drie gelijke stukken. Dan is door de perioden AB = 2w, 
2«' 

AË =s -r- een functie pn bepaald, die op eenvoudige wQze van 
3 

pu afhangt. 
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In ABCD heeft pu de dubbele polen A, en G o?er- 

4»' 

eenkomende met w = O, en — -; de residuea dezer po- 

len vordeo alle nul, zoodat men beelnlt tot de vergelgking 
(Tahhbrt-Molk, Théorie des fimeHone dliptigues^ I, blz.224y 
form. XXI4) 

P« « p» + p - -3- j + p + -3- j - 2p— . 

Immers het Tereohil van de beide leden dezer yergelgking 
heeft geen polen meer en is nul voor u = 0. Als men beide 
leden naar opklimmende machten van « ontwikkelt r— voor de 
middelste termen van het tweede lid kan men daarbij, de ont- 
wikkeling Tan Tatlor gebruiken, en en"^ de invarianten 
van pit noemt, komt er (Halphbv, I, bis. 93) 

^ 20 28 •»* 20 28 

waaruit volgt 

. „2cu' - 7 ,^26i' 

2üi' , ^ 

Men berekent p— r- als de grootste negatieve wortel der 

vergelijking 

p2.. = p« = -2pi*-f-^^j, 

of 

4 15 ^ 11 • 75 ^ 
P*«-yP««»--g-p«-256 = ^- 

. Hen vmdt op deze wgze p — = — -7 daarna p -r- = "r » 

3 4 3 2 

„ 2«' 33 ^ , ^ 
p" — = en ten slotte 

- 135 ^, - 297 ^- 
^« = ~ ~ = ^ ~ ^^»* 

Daarmede is bewezen, dat de periodcnparallclogrammen 
ABFE en ADCB gelijkvormig zijn en de gelijkstandige 
zijden AB en Al) zich verhouden als 1 : V'ó. 

Wij schrijven nu de betrekking tusschen «i en in den vorm 

= + <») — 3- 
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Men Tindt dan 

ücze uitdrukking is ingevolge het Toora^aande een ellip- 
tische functie ?Mi bet argument («, -h o), die door p («i + «) 
en p'(m, + a) kan wméan uitgedrukt. Beacbouwt men («i 
door 9| TerraBgende) de fimotie 

y _ * p'viV-^ ^ J_ 

dan bemerkt men, dat zij de zes polen — — <*» » — l ^ +"3") 

heeft; daarom kan men stellen 

y A B O 

2w' ^ 

Door «I aebtereenvolgens te laten naderen tot ^ , «1» , 
2w' 

«i'^-l — ^ en nul Tindt men 

^ W 2K3 



Wg stellen na 



«^ = - 



1 p-^r, _ 



= Pfi + P(»i + w") + 



4(pi^-*i)> 

1/2* -f 3«« -f 3 = pp, - p (t;, 4- cu'O, 

dan is z hetgeen x wordt als men het argument «, door mi + <i 
of 9, Tenrangt AchtereenvolgenB komt er nu 

pp, = l(2«a +1 + 2 K'Z), p», — «f = X (2^^ + 3 + 2 / Z), 

p'», = (2j^ + 3 + en ten laatate 

2 2g> + 3 + 2KT + 3 + 2K "Z 
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of 

^ (z' + 1) K 3 
Er blijft nog over c in do verauderhjkc x cii in de iutegratie- 
cou8tuntc a uit te drukkeu. Neemt men a = 0, dan wordt 
'z SS 0! en 

^ ' (ar ^ + 1)K "3 
18 een particuliere iotegraal, waarvan men zich spoedig over- 
tuigt. In het algemeen echter zal s een willekeurige oplossing 
zgn der differentiaalvergelyking 

dz dx 

en dus met x verbonden zijn door de betrekking 

+ i + 2a» + A + 3 + V^X . K Z 

= — = — — ' = constant 

(x - zf 

(Halpuen II, blz. 359); immers deze vergelgking is de alge- 
brtfsche vertolking der vergelijking = v, — n,. 

De algemeene oplossing der gegeven differentiaalvergelijking 
wordt nu door de eUmina^e van z verkregen. 



Vraagstuk CXX. 

Men vraagt de integratie van de gedeeltelijke differentiaalverge- 
lijking der derde orde 

g> — ^2 — I J 2; — -I- 2 — I 1 O 

dff ójed^ do; bxdy dj/'* dx \d^l dxè^ 

terug te br^gen tot de integraüe van een gewone difierentiaalver- 
gelijking der eerste orde. (W. Mantkl.) 

Opgelost door W. Mantel en W. A. Poort. 

Oplossing van W. Maittbl. 

1. Voor de afgeleiden van c naar het algemeen gebruik de 
letters 7, r, #, t stellende, schrijven wij voor de gegeven 
vergelijking 

zpq ^— ^ 2zq^ — gpst + 2pf^8 = O !)• 
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Wy zoeken een eerste integraal van den Torm 

s = f{^, y, p, q) 2). 

In deze zija r en i weggelaten, omdat een eerste proeve haar 
overbodigheid in het licht stelt. 

Door 2) te differentieeren hebben wij 

Dit overgebracht in 1) geeft 

è« ö« 

5y "57 Sip ~ * ^^'^^ ~~ 

Het stelsel gewone differentiaalvergelijkingen, dour welke deze 
wordt opgelost , is 

dx dy dz dp dq ds 
O zpq zpq"^ zpgs zpqt 2zq8* -\- zpst — 2pq*a' ' 

Alle redens zijn ook gelyk aan 

8dq ^fda ^ 



deae waarde is verkregen door i te verwgderen, wat geschie- 
den moet, omdat uit 2) geen waarde voor t kan volgen. 

2. Er zgn drie integralen van 3) te vinden. Tooreerst 
vindt men dadelijk x = C* 
Yervolgens kan men aldus herleiden 

2 (gp — ^6") sdz — pz {sdq — qds) , sdz = qdp ; 
2 {jjp — zs) qdp = {zs — pq) pdq + P ^gdq — pqzd-i ; 

2 (9P — «) gdp = («» — Pi) + P9 + — — 

p q qp^ zs 

en vindt mcu alzoo 

zs — pq = p'jCi. 

Eindelijk heeft men de herleiding 

^dz ^ sdz dg ds , 
2 2 — = — , 9d9 = qdp; 

dz dp dq ds 

£ — t4 = — — 

z p q » 

en dua 
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Stelt men nu C, =f{0)j C3 = F(C) , dan heeft men de twee 
volgende eerste integralen van 1) 

8ê^pq = p^f{x), z's^p^qFix) 4). 

3. Een kortere afleiding van dese integralen Tolgt alt de 
herleiding van 1) tot de Tomien : 

Deze kortere afleiding heeft door haar onafhankelijkheid van 
uitgebreide theorieën het voordeel van duidelijk in het licht 
te stellen , dat de beide integralen 4) vervuld moeten worden 
door elke oplossing van 1). 

4. Elimineert men s tusschen de twee vergelijkingen 4), dan 
valt ook q weg en blijft er een gewone differentiaalvergelij- 
king tusachen o; en ^ over , die wij schrijven in de gedaante 

+ W = 0 5). 

In de algoraeene integraal van deze is de integratie con- 
stante als functie van y aan te merken om haar te maken tot 
de algemoene integraal van 1). In bijzondere gevallen kan 5) 
worden geïntegreerd; bijv. voor ^^ (j?) = n, ^a(a:) = (« — 1) ^ («), 
^3 (^) = ^' (^) vindt men 

a« -f- - 1 ^ («) -H ^ (y ) = O 
als bijzondere integraal van 1). 

5. Een eigenschap, door welke de opperrhkkken onzer dif- 
ferentiaalyergelgking worden gekenmerkt, Tindt men door 5) 
te Bchrgyen in den vorm 

dx 

Men kan die eigenschap aldus uitspreken. Trekt men in 
een punt P van het oppervlak een raaklijn ovonwijdig aan het 
vlak ZOX welke XOY in A snijdt, is AB evenwijdig aan OZ en 

gelijk , dan zal PB met OX een hoek a maken die — ^ 
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tot tangens heeft; AB en a veranderen niet van waarde, als 
P evenwijdig aan YOZ over hot oppcrvhik wordt verplaatst. 

De algemeene integraal van 1) bevat drie willekeurige func- 
ties; twee functies van a;, die de waarden van AB en van a 
aangeven , een functie van y , die de doorsnede van het opper- 
vlak met een vast vlak evenwijdig aan YOZ bepaalt. Zonderling is 
het, dat wij de algemeene integraal niet kunnen opschrijven, 
ofiBchoon we de meetkondige beteekenis er van Yolkomen kennen. 



Vnagstuk CXXL 

Door een vast punt O wordt een veranderlijke koorde AB in 
een gegeven kegelsnee K getrokken. Op deze koorde zet men een 
stuk OC uit , dat omgekeerd evenredig is met AB. Te onderzoeken 
onder welke omstandighedeD C een kegelsnee beschrijft. 

(VV. Mantel.) 

Opgelost door T. J. Allersua, W. Maiïtbi. en W. A. Poort. 

OploBsing tan T. J. Allbrsma. 

1. We nemen O tot ooraproBg en de Ign door O evenw^dig 
aan een der assen van E (of aan de as van K) tot d^as aan. 
Dan is de Tergelgking van E 

of op de gebniikeiyke wgs in poolcoördinaten 

(P Cos^ ^ f Sin' ^) + 2 (Q Cos 0 -f- R Sin ^) r + S = 0. 
Hieruit Tolgt, als n en de wortels zijn dezer rergelijking, 

(QCo80+RSin 0)^-S(PCo«»^+SinV) 



(P Cos'^ 0 + Sin'^ 0)» 



en dus voor de poohergeiyking yan de meetkundige plaats 
van C 



4/t* fc« (P 008^0 + Sin» 0)» 



{r, _ r, )" (Q Cos ^ + R 8in ^)» — 8 (P Cos» ^ + Sin» ^) ' 
of met weglating van het accent van r 
K'=[(Q«- PS)Cos»^+(R«^S)8in«^]r»~**[(P— 1)C08V+1]=0. 2) 
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2. Vergelgken we 2) met de pooWcrgcl ijking 

{a Co8^ ^+2/3 Cos^ Sin ^ -f y Sin^ ^) r*-f 2 (S Cos ^ 4- « Öin ^) r +A = O 
van de kegelsneè 

dan zien we onmiddellijk, dat 2) eea kegelaaee voorstelt als 
P = 1 en K dus een cirkel is. 

3. We kunnen, nu K een cirkel is, de x-as door het middel- 
j)unt van ü laten gaan; dan is B^O en worden de yergelij- 
kingen 

Ks«» + y'-» + 2Q* + S = 0, K'slQ* — Ö)«»-Sy''-ib» = 0. 

We yinden dus de Tolgende gevallen 

K K' 

S < O, Qt^O . . cirkel . . ellips. 

„ Q = O . . „ . . cirkel. 

S = O „ . . twee evenwijdige rechten. 

O <C S <^ . . . . „ . . hyperbool. 

S — Q,^ . . . . punt . . onbeataanbaar. 
Q'* <C S . . . . onbestaanbaar . „ 

Aanmerking. Deze uitkomst wordt toegepast in de grapho- 
statica. Als de ellips K' de traagheidsellips is voor het punt O 
eener vlakke figuur, dan zijn haar halve middellijnen omge- 
keerd en dus de koorden van cirkel K recht evenrodif^; met 
de gierstralen; deze kunnen dus dadelijk worden opgemeten 
en het trekken der ellips wordt overbodig. (W. M.) 

Vraagstuk CXXII. 

Drie stoffelijke punten kunnen zich 200 langs de zijden van een 
driehoek en haar verlengden bewegöi, dat ze steeds met elkaar in 
ccn rechte lijn l)Hjven. Aan te toonen, dat onder deze bewegingen 
slechts een periodieke beweging voorkomt. (W. Mantel.) 

Opgelost door W. Mantel. 
OploBBing. 

We stellen door 2a, 2/^, 2r de zijden van den driehoek, 
door y, z de afstanden van elk der stoffelyke punten tot 
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het midden der overeenkomstige zijde (den driehoek in een 
bepaalden zin rondgaande positief geteld), doorm|, m^, fn, de 
massa's der punten en door t den tijd voor. 
De Tenmderlgken « zgn gebonden aan de betrekking 
X — a y — h * — « ^ j . 

of 

ayz -\- bzx -f cxy -f- abc = 0 1) 

▼olgens den regel van Menelaüs. Verder is de levende kracht 
E van het stelsel bepaald door de yeigelgking 

Door X voor Y TOor yKn», , Z voor «K», en 

a' voor «l/m, , 6' voor ft V'm^, voor eVm^ te sohrgven, 
gaan deze vergelgkingen over in 

aTZ + ft'ZX -I- c^Y + a'ft V » O ... 3), 

U)+U)+U)-''= .... 4). 

Beschouwt men X, Y, Z als rechthoekige coördinaten van 
een punt P in de ruimte, dan drukken deze vergelijkingen uit, 
dat dit punt P met de eenheid van massa zich vry beweegt 
over het oppervlak der hyperbolofde met één blad , die door 3) 
wordt voorgesteld. Op dit oppervlak is de baan van P dus een 
geodetische kromme en de beweging van P In deze baan een- 
parig. Dus zgn de bewegingen der drie massa's m, , m^, 
steeds onmiddellgk af te leiden uit die van de projecties van 
£ op de coördinaatassen. 

De keelellips der hyperboloïde is de eenige gesloten geodi- 
tische kromme op het oppervlak. De hieruit afgeleide beweging 
der drie massa's is dus de eenige periodieke en wel een siiiiioii- 
stei van isochrone schommelingen om de middens der zijden 
van den gegeven driehoek. 

De amplitudines der schommelingen zijn uit de keelellips af 
tc leiden en dus alleen afhankelijk van a, ft, c, Wj , in^^ m^. 

De duur der schommelingen is geheel willekeurig, dewijl de 
keelellips met elke snelheid doorloopen zou kunnen worden. 
Wiw. Oro. , Dl. VI. 15 
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Vfaasstuk CXXIII. 

Als een draad zonder einde over twee even hooge gladde pennen 
hangt, vormt hij gewoonlijk twee ongelijke bogen. Hoe ver zou 
men de pennen van elkander moeten zetten, opdat er zeker gelijke 
bogen ontstaan? (W. Mantel.) 

Opgelost door W. Mantel. 

Oplossingen. 

I. De spanning ia een punt van een kettinglijn is altijd 
gelijk aan het gewicht van een draad, die zoo laug is als de 
ordinaat Tan dat punt; dese ordinaat wordt gemeten tot de 
ap-as Tan het stelsel , waarvoor de vergelijking der kettinglijn 

a * >_* 

den gewonen vom y = -^(«« + «'^*) heeft. Als een draad over 

een pen loopt, dan komen daar twee kettinglij uen sumeu 
met dezelfde spanning; dus moeten de bases (de x-assen) van 
die kettinglijnen dezelfde zijn. De twee bogen van ons vraag- 
stuk bobben ook dezelfde verticale as van symmetrie midden 
tusschen de pennen door. Zy behooren dus tot kettinglijnen, 
die in een selföe coördinatenstelsel door de gewone vergelijking 
worden voorgesteld en verschillen alleen in cr. JDie ketting- 
lijnen zijn dus gelijkvormige kromme Ignen; de oorsprong is 
het gelijkvormigheidspunt. 

Twee zulke gelijkvormige kettinglijnen sngden elkander in 
twee even hoog gelegen punten ; de twee bogen ooder de sng- 
pnnten kunnen te zamen een draad zonder einde voorstellen. 

Al deze kettinglijnen worden aangeraakt door twee lijnen, 
die door den oorsprong gnan, en met den horizon hoeken van 
56^ 27' 57" maken ; deze hoek is op te lossen uit de vergelijking 

2Sec<^=.^'«* + .-^^ 

Zet men de pennen op die raaklijnen en neemt men een 
draad zonder einde, die tweemaal zoo lang is als de boog van 
de kettinglijn tusschen die raakpunten , dan kan die draad on- 
mogelijk twee ongelijke bogen vormen. 

Men kan den afstand der pennen en de lengte van den draad 
berekenen; voor de verhouding wordt gevonden 

^ Nep log. = 0,3976. 

4 Tg ^ 1 — Sin ^ 
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II. De y-ü.8 van een rechthoekig coördinatenstelsel zij verti- 
caal en naar boven gericht. Van een kettinglijn moge het 
laagste punt A in Oy liggen. De spanning in A zij ap ; die in 
een punt P (a;, ij) zij S. De hoek tusschen de raaklijn in P 
en Ox zij a. Het gewicht der lengte-eenheid draad zij p. De 
lengte van boog AP zij s. 

Het evenwicht van AF vereischt 

ap = S Cos a, sp — S Sin a. 
Hieruit Tolgt ter bepaling Tan de kromme 

ƒ<! 14" Sin a 
2 1 - Sin « 

Zijn nu n^ en de waarden van a voor de twee ketting- 
lijnen van ons vraagstuk, 0, en (f)^ de waarden van a aan de 
pen , 2c de afstand der pennen , 2L de lengte van den draad 
zon (lor einde, dan heeft men ingevolge de bovenstaande for- 
mules 

C^-Co^>^^-^«'^«*'-^^^«^"- 

1-1- Sin», L±i^?-Éi _ o 

2 l-Sin», " 2 1 — Sin», " 

Elimineert men tusschen deze a, ea , dan houdt men twee 
▼ergelij kingen over, die », eo », zullen bepalen, als c en L 
gegeven zijn. Ze zijn 

/ l + Sin», \ ^ / l -r- Sin^^x ^^"»' ^ ^mf^ + Si»^.} 
\l-Sin»j "U—Sin»,/ " 

Aan deze kan voldaan worden door ^, = nemen; er 
is echter gemeenl|jk ook een oplossing, Toor welke », en 
ongelijk zijo. Om de oplossingen met ongelijke », en »^ te 
overzien, construeere men een hulpkromme, die in poolcoördi- 
naten wordt voorgesteld door de vergelijking 

_ I I -f Sin0 \°"» 
^~\1— Sin»; * 

Als <p van O toeneemt, dan neemt p van 1 toe. Yoor 
» as 56** 27' 57" is j» maximum = 14,08. Verder neemt p af, 
om voor ^ =s 90*^ weer 1 te worden. Bij elke p tusschen 1 en 
14,08 behooren dus twee waarden van »; deze zgn », en », 

15» 
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Toor bovenstaande beschouwingen , als — een passende waarde 

heeft. Voor ^ = 56° 27' 57" heeft men slechts een waarde van 
p\ met deze stemt de waarde c: L ^ (),'{975 overeen, welke 
alzoo geen tweeërlei evenwichtsliguren toelaat. 



Vraagstuk CXXIV. 

De einden van een rechte dunne veer worden in twee gegeven 
punten zoo vastgddemd, dat de veer daar rechthoekig op de ver- 
bindingslijn der gegeven punten is gericht. Hoe lang kan die veer 
hoogstens wezen, als zij geen buigpunten mag vertoon en. 

(W, Mantel.) 

Opgelost do&r W. Mantel. 
Oplossing. 

Wij gebruiken een rechthoekig coördiuateuHteisel ; een der 
gegeven punten is oorsprong, het andere heeft de coördinaten 
2/t en 0. De veer denken wg aan den kant der positieve 
ordinaten gelegen. 

De invloed der inklemming in O is voor te stellen door een 
kracht P met (O, — a) tot aangrijpingspunt; gemakkcljjk ziet 
men in, dat P evenwijdig aan OX moet werken. De ditl'eren- 
tiaalvorgciijkiug der elastisclie lijn is dan 

- \ 

= O . . . \). 
Stel El = iP^*, ^~Vt ö + y = «J dan wordt de vergelijking 

Geïntegreerd , en opmerkende , dat z — a met = oo over- 
eoastemt, geeft zij 

a8_^(l ^pa)-1^0 2). 

Uit 1) kan blgken, dat a niet negatief mag zgn, zal er geen 
buigpunt komen; over den boog, door de veer gevormd, ver- 
andert z van a tot het met p = O overeenstemmende maximum 



1 -f 
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V (a^ -\~ 6') en van daar terug naar a. Als er geen buigpunt 

dx 

18, dan verandert x steeds in denzelfden zin; — is dns positief 

dz 

voor de eersto lioltt, negatief voor de andere. Bepalen wij ons 
tot de eerste helft, dan is 

!/(•» + **) 

I 



Yoor de lengte van den boog hebben wij 

a 

In lu't grensgeval, dat in de opgave bedoeld wordt, is juist 
a s= O , dus 

h b 

Door ^ = 6*11 te stellen herleidt men deze integralen tot 
Enleriaansche , en vindt men 



* 12 Ir li ' 



,80821. 



Vraagstuk CXXV. 

Bij elke in een driehoek beschreven kegelsnede kan steeds één 
om dien driehoek beschreven kegelsnede gevonden worden , die de 
eerste dubbel aanraakt en niet in een Hjnenpaar ontaard is. Ge- 
vraagd de omhullende van de gemeenschappelijke raakkoorde, als 
de ingeschreven kegelsnede een ellips van stand\'astigen inhoud is. 

(Dr. P. Molenbroek.) 

Opgelost door Dr. P. Molenbroek. 
Oplossing. 

Zijn ar, = O, = O, O de vergelijkingen van de zijden 

van den driehoek, dan is 
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de Teigeiykiog Tan een willefcenrig daarin beeohreTen kegel- 
snede. Ib Yerder 

L = c,a:, -}- c^.^ -f Ta = O 
de vergelijking der raakkoordc, dan moet de kegelsnede 

F H- AL» = O 

om den driehoek beachreTen zgn, d. i. er moet een betrekking 

bestaan. Hieruit volgt 

En zal de omgeschreven kegelsnede uiet in twee rechten uit- 
eenvallen , dan moeten in de waarden van r, , (\ , r, of de bo- 
venste of de onderste tcckens te zamen genomen worden. De 
vergelijking der raakkoorde is dan 

aiff| + -\r a^x^ = 0 1). 

In tangentieele coördinaten oyergebraeht ïb de Tergeljjking 
der ingeacbreTen kegelsnede 

Het vierkant van het product der assen dezer kegelsnede is 
{Mathem^ 1892 p. 33) evenredig met 

*n "jf» • 

(ö, -hos-f-n,)»' 

Men heeft dus de omhullende van 1) te bepalen onder de 
voorwaarde 

Deze vergelijking is dns cUe der omhullende in tangentieele 
coördinaten. Zg is een kromme van de derde klasse, die in 
het algemeen geen dubbel- en geen bnigraaklgn heeft en die 
van de zesde orde is. Yoor G = ^ ontstaat een dubbelraak- 
Ign en wordt de kromme van de vierde orde. 

In het algemeen zijn de drie hoekpunten van den driehoek 
keerpunten en loepen de keerraaklijnen daar evenwijdig aan de 
overstaande zijden. 
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Vraagstuk CXXVI. 

Gegeven een punt P, een kegelsnee K en een kromme C" van 
den graad. Een rechte L door P snijdt K in A en B en 
C* in A, , Aj, ... As. Men bepaalt op L de punten B, , Bj, 
, . . B„ zoo, dat het paar Ai, B{, harmonisch ligt tot A, B. Ge- 
vraagd de meetkundige plaats der punten Bi, als L om T draait. 

(Dr. P. Molenbroek.) 

Opgelost door Dr. P. Molenbroek, Dr. P. H. Schoitte, 
H. DE Vries en Dr. J. de Vries. 

Oplossing wm Dr. P. H. Sohoutb. 

De oplossing van dit vraagstuk is geheel begrepen in mijn 
opstel „Over de constructie van krommen door punten en raak- 
lijnen" (Nieuw Archief voor Wiskunde, deel 12, blz. 1, of 
Archiaes néerlandaises , deel 20, blz. 49). Daar is onder de 
algemeene theorie der kwadratit^clie overeenkomst het geval 
beschouwd, dat deze overeenkomst involutoi ïhiIi is, waarbij dan 
twee mogelijkheden optreden, welke als regelmatige eo onregel- 
matige kwadratische involutie gekenmerkt zijn. 

De verwantscha]) der punten A, en B, is de onregelmatige 
kwadratitiche involutie. Zijn Q en R de snijpunten van K met 
de poolliju p van P ten opzichte var» K, dan zijn P, Q, Rdo 
drie fundamentaalpunten met welke de rechten QK, PQ, PK 
overeenstemmen. 

Bij C" behoort dus een kromme C^", die de punten P, Q, R 
tot r>-voudige punten heeft en door de snijpunteD van K met 
C* gaat. 

Vraagstuk CXXVII. 

In een vlak zijn drie cirkels C, , C^, C3 gegeven. Men beschrijft 
een cirkel C, die C, loodrecht snijdt en aanraakt, en bepaalt 
de gemeenschappelijke koorde / van dezen cirkel met Cg. Gevraagd 
de omhullende van als men C achtereenvolgens vervangt door 
alle cirkels, die C, loodrecht snijden en aanraken. 

(Dr. P. H. ScHOtrrB.) 

Opgelost door W. A. Poort, Dr. P. H. Schoute en H. de Vries. 
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Oplossing van P. H. Sciioutk. 

1. Is (fig. 56) een der cirkels, die C, loodrecht snijden 
en Ot aanraken , P hot machtpunt van C , V-, , C3 en Q het 
machtpunt van C , C3 , O, , dan is P op de machtljjn /, van 

en O3, Q op de niachtlijn ^1 gelegen en l dus 

te beschouwen als de verbindingslijn van een punt P van 
met een punt Q van h. Het onderzoek naar de verwantschap 
tusschen de punten P en Q leert ons de klasse der gevraagde 
omhullende bepalen. 

Neemt men het punt P willekeurig aan, dan vindt men twee 
raaklijnen r aan C2 en dus twee raakpunten R van C met C^. 
Alle cirkels, die in een bepaald punt K raken, vormen een 
bundel en deze bevat éóii cirkel, die C, loodrecht snijdt ; want 
de voorwaarde, dat het middelpunt M, van C, ten opzichte van 
den gezochten cirkel C een macht heeft gelijk aan het vier- 
kant van den straal van C| doet het tweede snijpunt van C 
met de rechte M, R kennen. Bt[ een willekeurig aangenomen 
punt P behooren dus twee punten Q. 

Neemt men het punt Q willekeurig aan, dan moet het mid- 
delpunt If van O op de pooUtjn q Tan Q met betrekking tot 
C, liggen ; want M is ten opziclite van C| de pool van de ge- 
meenschappelijke koorde van G en G| en ligt dus op de pool- 
lijn van een pnnt Q dier koorde. Verder vormen alle cirkels, 
^e C| loodrecht sngden en q tot middellijn hebben, weer een 
bundel, waarran de basispunten liggen op de Ign M|Q; zijn 
S en T de snijpunten Tan M|Q met C, , dan worden deee basis- 
punten A en B goTonden door de voorwaarden 

QA . QB = QS . QT, M,A M,B = M.S^ = M,T*, 
d. i. als het gemeenschappelijk paar van twee involuties. Deze 
bundel nu bevat twee cirkels die 0^ aanraken. Dus behooren 
bij een willekeurig aangenomen punt Q ook twee punten P. 

Wijl tu^Hchen de punten P, Q een verwantschap (2, 2) be- 
staat, is de gezochte kromme volgons het correspondentiebe- 
ginsel van CiiASLES een omhullende O* van de vierde klasse. 

2. De raaklijnen l dor omhullende O* komen één aan één 
met de punten R van overeen. Dus zjjn O* en van hot- 
aelfde geslacht. Verder is het duidelijk, dat O* geen buigraak- 
Ujnen kan besltten. Want als R den cirkel doorloopt, 
staan de punten P en Q alleen dan stil, als het overeenkom- 
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stipje punt 11 op /, of l.^ ligt en dit vindt niet ter zelfder tijd 
plaats. Dub heeft O* drie dubbelraaklijoen eo is zij volgeoB de 
formules van Plurokbr een kromme van den zesden graad 
met vier dubbelpunten en zes keerpunten* 

Aatimisrkikg. Is het middelpunt I (fig. 67) eens rechthoeks 
ABCD tevens het middelpunt van een door de hoekpunten van 
den rechthoek gaanden bol en wordt deze gesneden door het 
ringoppervlak , waarvan AD de as en cirkel BOI een meridiaan- 
kromme is, dan is de projectie der doorsnee op het vlak van 
teekening een ellips, die als volgt naar punten en raaklijnen 
wordt geconstrueerd (Jurisch, QuesHons de géomftrie deaeripUve^ 
bis. 108). 

Neem op de as AD een willekeurig punt F als middelpunt 
Tan een hulpbol aan, die den hol (1) volgens één, den ring' 
Yolgens twee drkels snijdt, en beschouw het byzondere geval, 
dat deze laatste cirkels samenvallen en de hulpbol den ring 
dus volgens een cirkel aanraakt. Dan zal het sngpunt m van 
de doorgangen gmh en kml der loodrecht op het vlak van tee- 
kening staande cirkelvlakken een punt der ellips , de Ign ffinh 
de raaklijn in dit punt aan de ellips aangeven. 

Als vraagstuk in het platte vlak beschouwd is deze ellips 
de omhullende van de gemeenschappelijke koorde ymA yan 
den cirkel ABCD met eiken cirkel, die den cirkel BOI aan- 
raakt en de rechte AD loodrecht sngdt. Door vervanging 
van de rechte AD door een cirkel is het bovenstaande yraag- 
stuk ontstaan. 



Vraagstuk CXXVIII 

Te bewijzen, dat een der 6o door het middelpunt gaande diago- 
nalen van een 6oo-cel achtereenvolgens 15, 12, 20, za der anderen 
onder hoeken van 90° 73% 60* en 36** snijdt. 

(Dr. P. H. ScHOUTE.) 

Opgelost ifoor Dr. P. M. Schoute. 
Oplossing. 

De oplossing Tan dit vraagstuk is gegeven in mijn opstel 
„Regelmasdge Schnitte und Projectionen des 120-ZelIes und 
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„600-Zello8 im vierdimonsioiialen lliiume" (Ker/t. der Kon, 
Akad. van Wetenach.^ II, n". 7, p. 9). 

Iii dool A van Tabel I vindt men do coördinaten x, , a?,, 
a-, , x^ vau 60 der 12ü hoekpunten van Z'""', terv^ijl die van 
de overigen gevonden worden door alle vs'aarden met. het top;en- 
gestelde toeken te nemen. Xu heeft voor het op ÜXj ge- 
legen punt de waai de 2(1 +- K 5) , terwijl zij voor achtereen- 
volgens 15, 12, 20, 12 punten de waarden O, 2, 14 1^5, 
3 + V 5 aanneemt. Wijl 2(1-1- V dus den afstand voor- 
stelt van het middelpunt tot al de hoekpunten zijn 

O ^ J_ ^ + ^5 
' 1 + 1/5' 2 ' 2(1 + 1/5) 

de cosinussen der hoeken, die de diagonaal langs OX4 met 15, 
12, 20. 12 der overigen maakt, eu deze boeken zelf dus 90°, 
720, 60", 30°. 



Vraagstuk CXXIX. 

Door het y)iint (R) van Steiner van een driehoek A,A,A, i^aan 
niet alleen de drie drkels , die de ellips (e) van Steiner in deze 
punten osculeeren , maar onder de kegelsneden . die in een dezer 
punten drie punten met (e) gemeen hebben ook 

i". de hyperbolen met assen evenwijdig aan die van (e) , 

2**. de hyperbolen met asymptoten evenwijdig aan de gelijke 

toegevoegde midddlijnen van (e), 
3°. de parabolen met as en topxaaklijn evenwijdig aan de assen 
van (e). 

Men vTsagt het bewijs. (J. W. Tesch.) 

Opgelost door J. W. Tesch. 

Oplossing. 

Stelt c s A^ip*-!- ö'y"'* — 0^^* = O de vergelijkiog eener gegeven 
ellips voor en zijn ^ — ^, ^ lir de excentrische ano- 
malieën vnn drie barer punten A, , Aj, A, , dan bestaat er, 
zooals. bekend is, tusschen deze punten het verband, dat de 
drie osculatiecirkels in deze punten met £ hetzelfde vierde punt 
R gemeen hebben. Dit punt R is het punt van Steiner, de 
ellipe E is de ellips van 8tëin£R (c) voor driehoek A,A,A3. Is 
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driehoek AiA^A, gegeven , dan Tindt men (e) als de ellips door 
A, , Ao , Aa die het swaartepnnt Tan driehoi^ A, A2A3 tot mid- 
delpunt heeft; met behulp van («) vindt men dan R. 

Bovenstaande constrnctie van het punt R (vergelijk ook 
É. YiOARiÉ's Premier inventaire de la góométrie du trianglc, 
Annuttire de VmwdaUm fran^aise, Congrès de Toulouse, 1887) 
leert» dat alle kegelsneden, die (c) in A| oscnleeren en door R 
gaan, met de assen van (t) evenwijdige assen hebben. Want 
is y s=0 de vergelgking van een dier cirkels, dan komt in 
c — kyssO de term niet voor. Hiermee is het vraagstuk 
opgelost 

In het volgende bepalen we enkele meetkundige plaatsen, 
die met het vraagstuk in verband staan. 

1. Is 7 = x'^ -f — 2T)x — 2Ey + F, dan vindt men 
e — ity = 6V+ay — aV — ik(«*-ry* — 2Djr - + 

en wordt het middelpunt van i — ^ = O dus bepaald door de 
vergelgkingen — * (a? — D) = O, «V — * (y — E) = 0. Door 
eliminatie van k vindt men voor de meetkundige plaats van 
het middelpunt 

waarin men de hyperbool van Apollosics van (t) voor het 
middelpunt (D, K) van den osculatiecirkel y = 0 herkent. 

2. De kegelsnec t — ky — O wordt oen gelijkzijdige hyper- 
bool onder de voorwaarde 6'' — k- - /■ — ot' 2k — H- f>'*. 
Wijl de coördinaten (D, E) van het krominingsmiddolpunt he- 
hoorende bij het punt met de exceiitriache anomalie ^ de 

, /c^Cos^^ Sin^ ^\ . . . . . ..... . . 

waarden \ ^, — - — =-l hebben, is de vergelijking der be- 
doelde gelgkzijdige hyperbool te brengen in den vorm 

H' s«» - y=» - ^ ^ ^ Cos» A . X + ^ J ^ Sin' d, . y + F = ü. 

a 0 

Bif verandéring van ^ vindt men voor do meetkundige plaats 
van het middelpunt y — - — Cos' ^, — - — Sin* dus de kromme 

3. I)p kof2;olsnce f — A-y — O gaat over in con hyporbool 
uet aBymptoten eveuw^dig aan de gelijke toegevoegde middel- 



Digitized by Google 



236 



WISKUNDIGE 



lijnen vun (t) ouder de voorwiiiirde {fJ^ — = — ^'(^ — of 
(a** 4- ^" — 2<t**^^ Dus is voor de vergeljjking dezer kromme 

11" = — dy - Co3^^> -r -^'■^'/ ^in-" <^ + F' - O 

te schrijven en vindt men bij verandering van hnek ^ voor 
het middelpunt (2a(Jos^^, 26Sia^^) de meetkuudige plaats 
{bx)i -\- {ayf = (2o6)l 

4. Construeert men de gelijkzijdige hyperbool , die (c) in A; 
driepuntig aanraakt en de assen van (f) tot ftsymptotonrichtiiigen 
hooft, dan gaat deze kromme, zoo als bokoiid is, door het 
middellijnig tegenover R gelegen punt 11' van (t). Dus zullen 
de drie op deze wijze bij de punten A, , Aj. A^ behoorende 
hyperbolen hetzolfdo vierde snijpunt K' met (t) gemeen hebben. 

Wijl de bij het punt met de anomalie 0 behoorende gelijk- 
zijdige hyperbool, waarvan hier sprake is, door de vergelijking 

- 6 Sin 0 (1 + 2 Cos'» ^)a; - a Cos ^ (1 + 2 Sin» + F" = O 
▼oorgesteld wordt, is 

+ * [«y — ft Sin ^ ( 1 + 2 Cos» ^) » - a Cos ^ ( 1 + 2 Sin*^) y + F"] := O 
de Tergelijking van alle kegelsneden , die (e) in het punt met de 
excentrische anomalie ^ osculeeren en door het overeenkom- 
stige punt R' gaan. Deze bundel geeft aanleiding tot geheel 
overeenkomstige beschouwingen. 



Vraagstuk CXXX. 

Door een punt in bet vlak eener kegelsnee gaan, zooals bekend 
is , in • het algemeen vier osculatiekoorden (koorden met osculatie* 
cirkels). Gevraagd in welke gevallen deze koorden met passer en 
liniaal te construeeren zijn. (J. W. Tesch). 

Opgelost door J. W. Tesch en Dr. J. de Vries. 

Oplossing van Dr. J. db Vbibs. * 

1. De algemeene vergelijking der kegelsneden, die de ellips 

+ — 1 = O in het punt (x„ jf,) osculeeren , heeft den vorm 

5 +^ - > + ^ + >- - ') -y. -/.(«-«.)]=o. 
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Zg steli een cirkel Toor, als X en /ti voldoen aan de Toor- 
waarden 

Dus is de osculatiekoorde van (ar, , y,) voorgesteld door 

^«1 (« — »i) = aVi (y ^ yi) 

en zgn de punten der ellips, waarvan de oscnlatiekoorden door 
het pnnt (cr, /3) gaan, de basispunten Tan den bnndel 

Indien e*k = + is , stelt deze vergelijking den cirkel 

voor. Dus vinden we de stellingen 

„Vier punten der ellips, waarvan de osculatiekoorden door 
een zelfde punt gaan, zjjn concyclisch." 

„Alle cirkels door vier }>unteu met door een zelfde punt 
gaande osculatiekoorden hebben met betrekking tot het middel- 
punt der ellips dezelfde negatieve macht." 

2. De lijueuparen van bovengenoemdeu bundel worden be- 
paald door de vergelijking 

4a W + (a«^» + i^a" — 4a»*») k + (a^^» — è»a>) = O . . 2). 

De constructie is met passer en liniaal uitvoerbaar, als één 
dier ontaarde kegelsneden kan worden geconstrueerd. 

De kubische vergelifking in k heeft een wortel nul onder 
de voorwaarde a^/3» = Va^ d. w. z. als (a, /3) ligt op een der 
beide rechten oy = :±i Deze rechten vormen dus een eerste 
meetkundige plaats van punten, die aan de vraag voldoen. 

Stelt men j3 = j', =s d= dan vindt men Toor de beide 
Ignen, waarin de kegelsnee ontaardt 

ftx I+; = O , bx ay abt = 0. 

Hieruit blijkt tevens, dat de gelijke toegevoegde middel- 
lonen der ellips dubbele osculatiekoorden zijn; zij behooreu 
nl. als osculatiekoorde bij elk harer uiteinden. 

Voor /3 = O heeft do kubische vergelijking een wortol } 1; 
het ovorocnkomstig^o liinon})aar 23^* — ax — a*'* = O kan gemak- 
kelijk |i;e('onsrruecrd worden. 

Voor (( O vindt men A; = — 1 en hot iijnenpaar 
2y» - - 6» = 0. 
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8. De OFereènkomstige besohouwingen voor de hyperbool 

— =■ TT ~" ^ — ^ kuoaea gemakkelijk uit bet Toorgaaade 

worden afgeleid. 

Voor de parabool — 2px = O viudt men de hulpkromme 
-{- p{x — a) — /3y = O , zoodat door {a , /3) twee osculatie- 

koorden gaan, beboerende by de snijpunten van de parabool 

met de rechte Zpx — — 0. Hier U de constnustle 

dus steeds met passer en liniaal nit te voeren. 

Aanmkrking. Als zich vau de derdemachtsvcrgelijking in 
k eeu eerstemachtsvergelijking afscheidt en de uit deze af te 
leiden waarde van k in u en /3 uitgedrukt bij invoeging in 1) 
een rechte lijn of een cirkel van punten (a, )3) oplevcit, is 
de constructie voor elk punt van die rechte of van dien cirkel 
mogelijk. Want dan kan men eerst die rechte of dien cir- 
kel en daarna het lijnen paar 1) construeeren. 

Dus staat de oplossing van het vraagstuk in rechtstreeksch 
verbaud met het kubisch oppervlak 1) van punten («, /3, k)^ 
waarvan we de vergelijking nu in de gedaante 

F = 4a»ó»«» + + — 4a»ö*)a + (aV — ^y*) = O 

Bchrijven. Geeft de substitutie z = — waarin en ^ 

4>{x, y) 

rationale vormen zyn de vergelijking van rechte Ign of 

cirkel, dan hebben we met een oplossing te doen. 

Hierbij komt in de eerste plaats . — en , zooals gemakkelijk 

blijken kan, alleen (zie Wumer Sitzungsberichte , deel 98, 

blz. 1521) — het geval z = pv -\- f/y in aanmerking. Dit voert 

ons tot de rechten van het kubisch oppervlak. Wijl dit, soo 

èF ÖP ^ 
als blijkt uit de voorwaarden P = 0, ^ — O, .=0,^ = 0, 

cx dj/ oz 

de toegevoegd onbestaaubare puntenparen 



z = — l 



y = 0 
«»1 



tot paren van dubbelpunten heeft, bevat het slechts 9 rechten 
in plaats van 27, wijl onder deze 27 de zes verbindingslijnen 
van de vier dubbelpunten twee aan twee viermaal tellen. 
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Dos bevat het oppervlak -sleohta vgf bestaanbarê rechten, nl. 

en wordt het door de vlakken der vgf bundela 

z = \ - A+.c , 3 = — 1 + Anjr 

volgons ontaardende kubinche krommen geBiiedcii. Hioruit 
vloeien eerst de boven atiugegeveu oplossingen * — U, z = zL. 1 
voort. Eu verder leert een nader onderzoek, dat alleen de 

-t- 

onderBtelliog z ^ — den onbestaanbaren cirkel 

oplevert. Dus zgn de vermelde uitkomBten werkelgk de eenige 
mogelijken (Bbd.) 

11. Voor « = '^^^^^ ^'^^ <iö gelijkzijdige hyperbool 

waaraan het lijnenpaar 4 (a^y ±l b^x) = (a^ -i- ±. a) beant- 
woordt. Dit geval kan als het analogon van Lauermann'b 
cirkel bg het overeenkomstige vraagstuk der normalen be* 
sehouwd worden (J. W. ï.) 

IlL Ligt het gegeven punt (a, op de gegeven kegelsnee, 
dan is het natuuriyk een der vier gezochte punten. In het 



laatst gevonden geval vindt men dan a^ = 



Voor a = — r- is een der drie andere punten dan 

aö 

gekenmerkt door de betrekking » = - — . . Men heeft dus 

^6 (3a» --6») 6 
Cos 30 = ^ j— ^ , Cos 0 = 



en hierin derhalve een voorbeeld van een meetkundig in drie 
gelijke deeleu verdeelden hoek (J. W. T.). 
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Vraagstuk CXXXI. 

Men vraagt de kegelsnee te construeeren, die door twee toe- 
gevoegd onbestaanbare punten en een pooldriehoek bepaald is. 

(H. DE Vries.) 

Opgelost door H. dë Vries. 
Oplossing. 

De twee toegevoegd onbestaanbare punten zgn gegevea als 
de dubbelpunten eener elliptische involutio op een bestaanbare 
rechte g en deze involutie is de poolinvolutie van g ten op- 
zichte van de gezochte kegelsnce. Sngdt nu g de zijde BC 
van den gegeven pooldriehoek ABC in een punt X, dan gaat 
de poollijn van X ten opzichte van de gezochte kegelanee door 
A en het in de involutie op g aan X toegevoegde puTit X| , 
dat men met behulp van de liniaal construeeren kan (TTts- 
kundige Opgaven, deel YI, Vraagstuk 4). Sngdt de lijn AX, 
de zgde BC in een punt X,', dan zgn XX/, BC twee paren 
van de poolinvolutie van BC ten opzichte van de gezochte 
kegelsnee. De dubbelpunten dezer involutie zgn de snijpunten 
van BC met de kegelsnee, en hun verbindingslgnen met A de 
raaklgnen in deze punten. Langs denzeUden weg vindt men 
de poolinvoluties van CA en AB. En nu kunnen zich twee 
gevallen voordoen. Of de drie involuties zjn alle drie elliptisch, 
. dan is de gezochte kegelsnee onbestaanbaar; óf een er van is 
elliptisch en de twee andere zgn hyperbolisch, dan is de kegel- 
snee bestaanbaar en bepaald door vier punten met hun raak« 
lijnen. 

Vraagstuk CXXXII. 

Een door de onbestaanbare cirkelpunten gaande kromme van den 
vierden graad met drie fleflecnodaalpunten (dubbelpunten met twee 
buigraaklijnen) is door deze drie dubbelpunten alleen reeds bepaald. 
Men verlangt aangegeven te zien , in welke gevallen deze kromme 
op haar drievoudige punten na geheel onbestaanbaar is, en haar 
in de andere gevallen punt voor punt te construeeren. 

(H. DE Vries.) 

Opgelost dffor Dr. P. H. Scuoute en H. de Vries. 



Digitized by Google 

1 



OPGAVEN N». 181—133. 



241 



Oplossing van Dr. P. H. Sohoute. 

Door middel van de bekende inversie xx' = yy' = zz' met 
betrekking tot den driehoek ABC der fleflecnodaulpunten gaat 
de kromme 0* in een kegelsnee over, waarvan ABC een pool- 
driehoek is Gaat C* bovendien door de onbestaanbare cir- 
kelpunten , dan zal de overeenkomstige kegelsnee dit ook doen 
en dus een cirkel zijn. Want deze punten komen wederzijds 
met elkaar overeen. De bedoelde cirkel beeft dan verder het 
hoogtepunt van driehoek AfiO tot middelpunt en is dus be- 
staanbaar als de driehoek scherphoekig, onbestaanbaar aU de 
driehoek stomphoekig is. In het eerste geval wordt de kromme 
C* punt voor punt gevonden door van de punten van den 
(ïirkel de overeenkomstige punten te bepalen. 

Omtrent de toepassing der aangegeven inversie op de krom- 
men C* met drie tlefiecnodaalpunteu vergelijke mer. mijn op- 
stel „Ueber die Curven vierter Ordnung mit drei luHcxions- 
knoten" {Archiv der Math. und Fhys.^ 2de reeks, deel 3, 
blz. 113, enz.). 

Vraagstuk CXXXIIX. 

In een willekeurig punt P eener circulaire kubische kromme (C* . 
door de onbestaanbare drkdpunten) construeert men den kromte- 
cirkel als volgt. Men trekt door het tangentiaalpunt Q van P een 
willekeuiige rechte, die C' behalve m Q nog in R en S snijdt, 
en biengt daarna een cirkel door P, R, S. Deze cirkel snijdt C 
nog slechts in een enkel punt T; de cirkel door T, die PQ in P 
aanraakt, is de gezochte. Men vraagt het bewijs. 

(H. DB VUfiS.) 

Opgelost door H. db Vries in Dr. J. db Vries. 

Oplossingen. 

L Volgens een bekende stelling zullen de kegelsneden door 
drie vaste punten H, P van C' en door de paren van 
snijpunten S|), (B^, S^, enz. van door een zelfde punt 
Q van O' gaande rechten <, , I,, enz. met O* een vierde punt 
T op O* met elkaar gemeen hebben. 

Zgn M en N de onbestaanbare cirkelpunten der circulair 
onderstelde C, dan vindt men, dat de cirkels door P en de 
WiRX. Opo., Dl. VI. 16 
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paren van punten (R,-, Si) op lijnen h door Q een tweede 
punt T op O' met elkaar gemeen hebben. Is bovendien Q 
het tangentiaalpunt van P en de raaklijn QP in P aan 
dus een der standen van de lijn /; , dan zal de overeenkom- 
stige cirkel de kromtecirkel van in P zijn , wijl de punten 
(Ri , Si) dan met P 8auieuvallen. Hieruit volgt dan onmid- 
dellijk de aangegeven constructie. (11. d. V.) 

n. Worden de coördinaten van een punt eener kubische 
kromme door elUptisolie functies van een zelfde argument 
uitgedrukt, dan is de som der parameters van drie collineaire 
punten oongruent met een constante ten opzichte van de 
perioden. 

Is deze constante nul (wat steeds bereikt kan worden) en 
stelt men door p den parameter van P voor, enz., dan wordt 
de gegeven constructie uitgedrukt door de congruenties 

2;ï + 3fsO, g + r-l-« = 0, 

waar t en j de parameters der cirkelpunten zijn. 
Hieruit volgt teratood 2p = r -\- dus 

♦•+y + si> + < = o, 

waaruit blijkt, dat de osculatiecirkel van P door het punt 
T gaat. (J. D, V.) 

Vraagstuk CXXXIV. 

Fcn hyperbool H is gegeven door haar beide asymptoten en 
een punt A. Men vraagt met de liniaal alleen te construeeren : 
a) de hyperbool H', die door een willekeurig punt B' en door 
een van de twee oneindig verre punten van H gaat en 
bovendien deze kromme in haar tweede oneindig verre punt 
driepuntig aanraakt . 

d) de hyperbool H', die door een willekeurig punt B' gaat en 
H in een van haar twee oneindig verre punten vierpuntig 

aanraakt. 

Eindelijk vraagt men in beide gevallen naar de metrische be- 
trekkingen van afhankelijkheid tusschen H en H'. (H. de Ykies.) 

Opgelost 4!fiwr H. db Vribb. 
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Oplossing. 

a. Twee kegelsneden, die elkaar in een punt P driepnntig 
aanraken én in een ander punt Q snijden, kunnen steeds 
worden opgevat als twee perspectieve figuren ; het perspec- 
Mefcentrum is het pimt P en de perspectiefas a do lijn PQ 
(ïrie Wiskundige Opgaven^ deel V, Vraagstuk 148, Aanmer- 
king en H. Sbbo£R Die FutidamentaUheorieen der neuerm Qê* 
ometrU^ «. «. lo., blz. 145). Zoo sgn das ook de beide hyper- 
bolen H en H' sub a) twee perspectieve kegelsneden. Het 
perspectiefcentrum P (fig. 58) is het oneindig yerre raakpunt; 
het punt Q is het tweede oneindig verre punt van H en de 
perspectiefas PQ is de oneindig verre rechte van het vlak. 
De Ijjn B'P^ snijdt de hyperbool H in het overeenkomstige 
punt B van B'. De lijn BA snijdt haar overeenkomstige B'A' 
op PQ, dus in het oneindige, wsuuruit volgt, dat B'A' even- 
wijdig met BA is, terwijl het punt A' gevonden wordt als 
snijpunt van B'A' met de lijn AP^^^ evenwijdig aan BB'. Zoo- 
als het punt A' gevonden werd, kan ook ieder willekeurig 
andoi- |)unt van H' geconstrueerd worden. Bovendien zgn de 
raakhjnen b, h' in twee overeenkomstige punten B, B' even- 
wijdig, omdat zij elkaar op PQ moeten snijden. Men vindt dus 
H' door H in de richting der asymptoot, die door P» gaat» 
te verschuiven, totdat het geconstrueerde punt B op het ge- 
gevene B' valt Ook de tweede asymptoot ^ van H' ontstaat 
langs denzelfden w^eg uit de tweede asymptoot £ van H. De 
beide figuren zyn dus congruent en gelijkstandig. 

6. Zullen de beide hyperbolen elkaar, in plaats van drie- 
puntig, vierpuntig aannücen, dan moet het punt Q met F 
samenvallen. Ook dan nog kunnen H en opgevat worden 
als perspectieve kegelsneden (H. Sbbger, t. a. p.). Terwgl 
het perspectiefcentrum P (fig. 59) gebleven is , is nu de asym- 
ptoot p van H, die door F gaat, de as van perspectief. De 
lyn BT^ snijdt de gegeven kromme H weer in het overeenkom- 
stige punt B van B', terwgl de twee overeenkomstige Ignen 
BA, B'A', in plaats van evenwgdig te zyn, elkaar in A'^ op 
de asymptoot p sneden ; het punt A' zelf is weer hei sngpunt 
van B'A'' met AF«. En zooals het punt A' gevonden werd, 
kunnen ook alle overige punten van H' met de liniaal alleen ge- 
construeerd worden. De raaklijnen ft, 6' in twee overeenkomstige 

18* 
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punten B,B' snijden elkaar op Wij verbinden, om in het bij- 
zonder de tweede asymptoot van H' te vinden , een willckenrig 
punt van H, B bijv., met het van ver8chillonde oneindig 
verre punt van H, bepalen het snijpunt van deze lijn met a 
en verbinden dit met B'; het oneindig; verre punt van deze 
verbindingslijn is dan het tweede oneindig verre punt van H'. 
En aangezien de tweede asymptoten van II en 11' overeen- 
komstige lijnen zijn, gaat die van H' door het zooeven gevon- 
den oneindig verre punt en het middelpunt van II. 

De metrische betrekking van afhankelijkheid tusschen 11 en 
ir bestaat nu daarin, dat twee overeenkomstige figuren steeds 
denzelt'den inhoud hebben. Verbindt men nl. twee willekeu- 
rige punten R, 8 van p met twee overeenkomstige punten 
C, C' vanH, H', dan hebben de beide driehoeken liSC , IISG' 
denzelfden inhoud, omdat de Ijjn CC' evenwijdig aan a is. 
Hieruit bewijst men gemakkel^k, dat twee overoenkomstige 
veelhoeken ABO . . . . , A'B'O' . . . . , of twee segmenten van 
H en H', die door overeenkomstige koorden AB, A'B' be- 
grensd worden, enz., gelijken inhoud hebben. 



Vraagstuk CXXXV. 

Gegeven een cirkel (C) in een vlak « en een rechte / evenwij- 
dig aan «; de projectie van / op « g^t niet door het middelpunt 
van (C). Door draaiing van (C) om / ontstaat een omwentelings- 
oppervküc. Men vraagt 

a) een dubbelraakviak door een gegeven punt, 
ó) een door een gegeven punt gaande dubbelraaklijn van dit 
oppervlak te construeeren. {Nyi Tidsskrift for Matematik , B). 

(C. JU£L.) 

Oplossing van de Hbdactie. 

Afeii vindt een oplossing van dit vraagstuk van den Heer 
J. Pktkrsen in het aangehaalde t^dschrift (deel 4, blz. 95). 
Wijl de oplossing van de tweede helft een onnauwkeurigheid 
bevat, plaatsen we alleen die van de eerste. Verder geven 
we de ons welwillend door den Heer C. Jübl toegezonden op- 
lossing der tweede helft. 

a) Is M het middelpunt van het omwentelingsvlak en dus 
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do projectie van het middelpunt C van den oirkel (C) op de 
omwentelingsas / (fig. 60), dan is het raakvlak in het punt 
li van (C) bepaald door de raaklijn RS in R aan (C) en door 
de lijn RT in R loodrecht op het vlak door MR on de as 
L Is het raakvlak dubbelraakvlak en gaat het dus door M , 
dan is 8M .evenwijdig aan RT en dus hoek RMS recht. Bij- 
gevolg is ook hoek S'MS recht en worden, wijl S en S' toe- 
gevoegd zijn ten op/ichte van F en Q , deze punten S en S' 
gevonden door deo hoek PilQ en ziju neveohoek middendoor 
te deelcn. 

Langs dezen weg vindt men twee omwentelingskegelvlakken , 
een bestaanbaar en een onbestaanbaar , die het oppervlak aan- 
raken volgens de parallelcirkels , welke de meetkundige plaat- 
sen zijn van de raakpunten der dubbelraakvlakkon. Raak- 
vlakken door een willekeurig punt P aan deze ke<jols zijn 
dubbelraakvlakken aim het oppervlak. Men vindt dus vier 
oplcssingen, waarvan er hoogstens twee bestaanbaar zijn (J. P.) 

6. We onderstellen, dat het gegeven punt P in het vlak 
a van den cirkel ligt ; hierdoor wordt aan de algemeenheid 
niet te kort gedaan. Vervolgens stellen we ons de hyperbool 
(H) voor, die de doorsnee ia yan a met de omwentelings- 
hyperboloïde , die door draaiing van de gevnagde dubbelraak- 
lyn X om de as / ontstaat. Wijl / het gegeven omwentelings- 
oppervlak dubbel aanraakt, zal deze hyperbool (ü) don cirkel 
(C) tweemaal aanraken, boyendien moet de gezochte hypeiv 
bool (H) de projectie van / op en de loodlgn uit O op deze 
lijn tot assen hebben. Dus is de constructie yan deze hyper- 
bool teruggebracht tot het bekende yraagstuk: ,Ëen kegelsnee 
te construeeren , die door drie gegeven punten gaat en een 
gegeven cirkel dubbel raakt'\ De drie bedoelde punten zijn 
dan P en de beide symmetrische punten van P met betrek- 
king tot de symmetrieassen '). Zijn de twee raakpunten 0 
en H van deze kegelsnee met (C) gevonden , dan is de ge- 
vraagde dubbelraakljjn gemeen aan de beide kegels, die P tot 



*) Door ittvcni» met betrdtkiag tot deo driehoek der drie gegwvn punten 

komt de oplossing van dit vraagstuk neer op het construeeren van een der vier 
dubbelraaklijnen eener rutionale 0* door de i irkelpiinten. Hieruit blijkt aan den 
eenen kant dat or vier oplossingen zijn van dit vraagstuk en er dus aiht dub« 
b«lraaklijoea door P gaan, aan den anderen kant dat dexe niet met passer en 
liniiat goconatmeevd kunnen worden. (Ban.) 
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top en de bg G- en H behoorende paralleloirkels tot richtljjnen 
hebben. 

In don g^nd U dit gedeelte van dit Tinagstuk niet ver- 
sohillend yan bet geval, waarbfj het omwentelingBopperYlak 
wordt vemngen door den gewonen ring. (O. J.) 



Vraagstuk CXXXVI. 

Gevraagd de meetkundige plaats van de punten M en M' in 
het vlak van een gegeven driehoek ABC, die voldoen aan de 
betrekkingen 

BM = CM', CM = AM', AM = BM'. 

(É. Lemoine.) 

Opgelost door Mej. A. G. Wijtiiopf, T. J. Allersma, W. 
Bouwman, W. Mant£l cn W. A. Poort. 

Oplossing van T. J. Allersma. 

1. Hoewel zeer gemakkelijk blijkt , dat de beide gevraagde 
meetkundige plaatsen kegelsneden zjjn, die o. a. het middel* 
punt O van den om ABC beschreven cirkel gemeen moeten 
hebben, is het noodig bg het kiezen der coördinaatassen om- 
zichtig te werk te gaan, als men de vergelijkingen dier kegel- 
sneden in eenvoudigen vorm hebben wil. 

TTit het volgende kan blijken , dat men dit laatste doel zeer 
goed bereikt , indien meii de lijnen door O evenwijdig ann de 
assen van de traagheidsellips der drie even zv^'aar belaste 
hoekpunten A, B, C voor het zwaartepunt Z tot coördinaat- 
assen aanneemt. Deze assen der traagheidsellips worden be- 
paald door de voorwaarde ^,t), -f ^^rj^ -i- ^a»», = O , als (^,, tj,), 
(^2? ^i) » (si, de coördinaten van A, B, C met betrekking tot 
deze assen zijn. Zijn (x, , y,) , (xj, y^), (a*;, , de coördinaten 
van A, B, C ten opzichte van een paar willekeurige rechthoekige 
assen door Z, dan zullen deze assen gedraaid moeten worden 
onder een hoek ^ bepaald door de vergelijking 

m ^ ^ 2 (ar,y, + x^xj^ + ^ay.,) 

2. Zijn (Si, (^2, ijj) , (^3, rja) als boven de coördinateu 
van A, B, C ten opzichte van de traagheidsassen door 
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dan gelden dus de betrekkingen 

i:^. -O, 2r,i = o, s^w=^o . . . 1), 

waarin ondor olk somteekcn drifi termen staan. Lossen we 
uit (Ie derde en telkens een der andoren de vcrhondiugen 
tusHchcn de q's en de verhoudingen tusscheu de op, dan 
vinden we 

ifi = X (1^ - Ca) ] 6 = /« — ih) 

»J2 = A {Ki — Ki) h (ni — m) 

% = X — 4i) J ^ = A* (»la — »ïi) 

Hierin zgn X en /u twee van den Torm van driehoek ABC 
afhankelgke standvaetigen. Stellen we kortheidshalve 

^2^3 -i ^3^1 + ^1^-, = « , ijjila + ïi3»ïi 4- mnz = /3 ... 3) 
en dus in verband met 1) 

dan vindt men door optelling der vergelijkingen van elk der 
beide stellen van 2) na die van hel eente achtereenvolgens 
met die van het tweede achtereenvolgens met 

>2a } 13 ) ni vermenigvuldigd te hebben : 

Telt men de vergelijkingen van elk der stellen 2) bjj elkaar 
na die van het eerste achtereenvolgens met qg, if,, q, , die 
vnn het tweede achtereenvolgens met £i vermenigvul- 

digd te hebben, dan vindt men bovendien 

\ P ^ A\ 

y y 

en dus in verband met ö) nog 

SXm = — 1 7). 

3. Zfjn y,), («,, |f,), (ar„y,), (xo,y.), (X, T), (X', Y') 
de coördinaten van A, B, G, Z, M, W met betrekking tot 
de assen door O evenwgdig aan de traagheidsassen, dan is 

y.' = »ï. -i- yo i ;iyo = ) ' 

Verder is volgens de voorwaarden van het vraagstuk 
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(X - (Y - fX' - ;r,)»-f (Y' - y,)M 

(X - + ( Y - = (X' - x,)^ + ( V' " y.)" . 

(X - «,)*-!- (Y - ^.y^^CX' - 0^)»-!- (Y' -y,)») 

W(jl O oorsprong is, is a?,' + y,* = a:,* -h y,^ = ^ en 
herleiden dese vergelijkingen sich dus tot 

X» + Y» - 2^3X ~ 2y,Y = X'» Y'3 - 2^3X' - 2y3Y' j 
X» H- Y=* - 2xjX - 2yaY X'» -f Y'^" - 2a:,X' - 2y, Y' . 
X» H- Y« - 2«,X - 2y, Y = X'* + Y'» — 2«iX' - 2y,Y' ) 

Optelling dezer vergelijkingen geeft in verband met de lautate 
der vergelijkingen 8) 

X=» -f Y» — 2«oX - 2yoY = X'> + Y'»- 2xoX' - 2yoY' . . 9), 

welke vergelijking aanwijst, dat twee bij elkaar behoorende 
punten M, M' evenver van Z verwijderd aijn. 

Verder geeft aftrekking der drie vergelijkingen twee aan 
twee de drie van elkaar afhankelyke vergelgkingen 

(*,-a:,)X + (y, - y,) Y = (x, - X' + - Y' j 

(«i — X, j X -f (y, — y,) Y = (ara — x,) X' -f — y^) Y' , , 

waarin we in verband met het eerste stel vergelgkingen 8) de 
« en y ook mogen vervangen door C en i|> In verband met 
2) gaan ze dan over in 

/uiïaX + AS2Y = /iïj^X' -f A^aY"' j 
/iihjX -f A^aY'^ = /liiï, X' -f A^,Y^' )• 
^„X+ A4,Y = ,.itoX'-|- A^Y') 

Optelling deaer vergelijking na vermenigvuldiging , eerst met 
«h, iiM *h on dan met t,, ||, 5a, geeft 

-h 7AY = - 2jcJMX', — -yyt^X -f «Ay = - 2aA7', 

of in verband met 5) 

X + 8XY « - 2X', 3/«X -I- Y « - 2Y'. . . 10). 

Evonzoo vindt men door in bovenstaande bowoiking dc drie- 
tallen »j3 , ni , iia en ^3, , Sa dooi i|a, ijj, i/j en ^, 4, 
te vervangen 

~2X = X' - 3AY', - 2Y = - 8|uX' -f Y' . . 11). 
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Eindelijk geeft itiToeging der waarden van 10) en van 11) de 
vergelijkingen der beide meetkundige plaateen in den vorm 

(l-S/u'OX» +(1 - 3A'^)Y=^-2(A + /.;XY - 4(u;o^ /i^o) X- }ry„^-A.r.,)Y-() j 
(I -3/4=')X'»-h (1 — 3A»)Y'H2(A+/t.)X'Y'-4(^o-Mye)X-4(yo-A«o)Y-0) * 

Nnar beboeren gaan deze beide kegelsneden door O. 

Door gebruik te maken van 7) sebrjjven we voor deze verge- 
Igkingen , als we tevens X en Y en X' en Y' door en y 
vervangen , 

(A + fi) -f 2xy j 3Ay^) 4 {.r^ + f,t,o) x -f 4 {y^ + Aa>)// = O j 

(A i- /i) CófiX' - 2xjf + 3 A/) + 4 («O - /wyo) + 4 (yo + Aa;o) y ü > 

Yoor de waarde van den aan de gewone vergelgking 
i5r«*+ 2iay + cy*4- enz. = 1 beantwoordenden vorm — ae vinden 
we 1 — 9Xfi en dus 4; derhalve zj|n beide kegelsneden hyperbolen. 

4. We voeren de middelpunten , en (;/, q') der beide 
hyperbolen in. Deze punten worden laugs den gewonen weg 
bepaald door de vergelijkingen 

(A+/i)(8;./H-7)+2(a:o-^ ,»/,;)^0 f (A + ,.)(3^/— z^') +2(.ro-/iyo)-0 ( 
(A+/u)(p+3Aj)-i-2(yp-| Aa:o)=Ü i ' (A4-/i)(-|>'-i-3A^>2(yo-Axo)=0 i ' 

Hieruit volgt 

(A + /u) p = Aa-o - yo ) (A + /i) j/ = Aar^ + yo j 

Uierdoor gaan de vergelgkingen der kegelsneden over in 

wiiarhij op te merken valt, dat de coördinaten (//, 7') van hot 
middelpunt van Tv' in de verf^elijlcing van K en omgckcord de 
coördinaten {p , van het middelpunt van K in de vergelij- 
king van K' voorkomen. 

5. Uit de termen van den tweeden graad der vergelijkin- 
gen 12) volgt onmiddellijk', dat de afivrnptoten van K en K' 
antiparallel zijn met betrekking tot elkaar ten opzichte van de 
traap:hcidsa88en. We zoeken thans die asymptoten zelve. Door 
vermenigvuldiging met /u gaat die tweedemachtsvorm over in 

± 2fjxy — wat in de factoren (3/ua; y) en (jtz ± tj) 
of (Ay =p X) en {/tx -qi y) ontbonden kan worden. In verband 
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mft de coördinaten der iiiiddelpuntoii vindon \v<^ dus voor de 
vergelijkingen der asymptoten f en g van K. en /' en y' van K' 

3 (A 4 /u) + Ay) 4- 4yu = O j /' = 3 (A-f /i) (2— Ay) -4yo= O j 

Hieruit volgt derhalve, dat f en f elkaar anijden in eon 
zeker punt Po van de y-tm en f en g' een punt Gq van do x-aa 
gemeen hebben. Trekt men nu uit O de lijnen OF, OF' en 
OG, OG' zoodanig, dat hierdoor de parallelogrammen OFSG 
en OF'S'G' ontstaan, dan vindt men onmiddelljjk, dat OF en 
OP', OG en 00' aan elkaar gelijk zijn en dus de producten 
OG . OJ' en OG' . OF' van de coördinaten van O met betrek- 
king tot de beide asymptotenparon (/", y), (/', der hyper- 
bolen K en K' gelijk zijn. Dus is K' congruent met de toe- 
gevoegde hyperbool van K en omgekeerd. 

Verder blijkt in verband met de coördinaten der middelpunten 
8, S' gemakkelijk, dat de tweede diagonaal ])E van den 
rechthoek OZ (fig. 61) den afstand SS' loodrecht midden- 
doordeelt. 

6. Passen wc op 12) de substitutie // — (jc toe, dan vinden 
wc na eliminatie van x met behulp van 7) en van de bekende 
w narden van (/», jf) en {p\ q') uitgedrukt in Xq en yq de be- 
trekking 

üt, als we / = ^J^»^^ stellen , 

- 3 (Vo' -f 3A V) « - W + V) yo = 0. . 

Dus is de bekende yorm — a^', overeenkomende met de 
derdemachtsvergelijking ti* — Sn^u ± 2n^ — 0y hier voorgesteld 
door 3A'a?o^ (^o'* + 3A*aro)* en dus positief, waaruit volgt, dat K 
en K' behalve O nog drie bestaanbare snijpunten M,, M2, M3 
gemeen hebben. 

7. Door de substitutie éjFo = (A + fi)jioi = (A 4- fx)qa 
gaan de vergelijkingen der kegelsneden over in 
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3,1x2 - 2xy + 3A/ + (po — iU?o) ^ + (?• — A;>o) = Oi* 

Wo bepalen thans volgens do door dk TiOXOCHAMPS nnngo- 
wezen methode (vcrgeljjk zijn Géonu'trie anali/tique h deux dU 
mcnslons^ biz. 399) den cirkel, die door de drie overige, hier 
ook bestaanbare angpanten der hyperbolen gaat. 

Daartoe vervormen we de Tergelijkingen eerst tot 

X {^iijx -f 2ij Po -\- n%) — — y (3A,v + ?n 4- A/'o) j 
X (3/ua? — 2y + Po — A«ifo) = — V (^^y + ïo — ^Po) ! 

en daarna tot 

V (3Ay H- 2x -f- ïo + Vo) = — if (3//a; -f /?o + /w^o) j 
y (3Ay — 2« -t- — f^») « — «(3m» + 
Vervolgens leiden we door deeling hieruit de betrekkingen 

(2y -f (3Ay + = Aft. (8/1» -h /»o) { 
(2«+ A|>b)(3/tta:-f ft,) = ,«^„(3Ay-r«b)' 

af. 'rdlcn we deze vergelijkingon bij elkaar na do cersto met 
A , de tweede met /u vermenigvuldigd te hebben , dan wordt 
voor de vergelgking van den bedoelden cirkel gevonden 

- i (A + [y - 1 a + «bP - ^^ï (A+/«y (/»0»+?o')+ 

+ Hl + 3A»)po' + i(l -f 3/.=»)^, 
of mot terugkeering tot en y^ 

8 

3(A+/«y 

Dus heeft deze cirkel het zwaartepunt Z tot middelpunt. 

Wijl twee overeenkomstige punten M en M' evenver van Z 
liggen en deze snijpunten M,, M. , '^\^ der hyperbolen niet even 
als het punt O met zich zelf kunnen overeenkomen, volgt hier- 
uit, als de punten M, , Ma, M,| ia de cyclische volgorde van 
ABC genomen zyn, 

AM I = BM] = Cl^ 

AM, = BM, = CM, 
AMa == BM, = CM, 
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Yoor het Tiorkant van den straal dea cirkels viodt men door 
een eenvoudige herleiding 

(3X - V + (:V - Xyyo ^ 

(A + nY 

Aanmehkingen der redactie. T. Bovnnstaandc oplossin^j; 
van den heer Allehsma is zonder twijfel verdienstelijk, wijl 
het vraaf^stiik van erkende moeielijkheid ia (vergelijk Ij 'nüer- 
mrdiaire des mafhf'nKfficinia^ deel I, blz. 146). Toch laat zo 
in een enkel opzicht te wenschen over. Het is nl. voor de 
meetkunde van den drichook van belanpr A en /u uit te druk- 
ken in de bepalende elementen des driehoeks Eerst als dit 
geschied is, kan men komen tot het verhand tusschen den 
vorm van de driehoeken AFiMaAfs en AliC. En dan kan waar- 
schijnlijk gemakkelijk Ijlijken, of de driehoeken MiM^Ma 
ABC een zelfden boek van Bkocard hebben, enz.') 

II In de oorspronkelijke oplossing wordt de vergelijking 
K'' = «» + y« + 2P» + 2Qy + B = O 

van den cirkel H|M,Ha bepaald door over de coëfficiënten 
8, T, ü, S', r, U' in de betrekkiog 

K (Sdf + Ty -I- U) + K' (S'a: + T y + U') = yK*' 
zoo te beschikken, dai dese een identiteit wordt. Wijl deze 
methode, hoewel eenvoudiger in conceptie dan die van de 
LoMGCHAMPS, tot langere herleidingen aanleiding geeft, is se 
door de bovenstaande Tervangen. 

Vraagstuk CXXXVII. 

In het vlak van een gegeven driehoek ABC een lijn te 
vinden, die de verbindingslijnen AI, BI, Cl van A, B, Cmet 
het middelpunt I des ingeschreven cirkels snijdt in drie punten 
A', B', C', zoodanig gelegen, dat de cirkel door de drie snijpunten 
A", B", C" der lijnenparen (BC, B'C), (CA', CA), (AB . A'B) 
de omgeschreven cirkel van driehoek ABC wordt. (£. Lemoinb.) 

Opgelost dctor Mej. A. G. Wijthoff en T. J. Allersma. 

') Juist als dit vel door de pers zul gaan , bespeuren we, dat E. Cesuro 
{2foue. Ann. de Math.^ 1887» p. ter bepaling van verscbillonde inerkwutirdige 
punten van dm driehoek, van het ateleel der traagheideaieeQ gebruik gemaakt 
heeft. Waataokifalijk ii boven verlangde gemakkelijk uit sijn Terkandeting 
t» putten. (Bbd.) 
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O p 1 0 8 B i n g. 

Besohonwon we ABC als coördinatendriehoek en nemen we 

/« 4- i»y -f- = O als de Tergehjking der gevraagde lijn aan, 
dan wordt voor de vergelijkingen van CB' en BC' onmiddellijk 
gevonden niy -|- (« + /)« = O en + + m) « ï= O, Voor A* 

gelden dan de betrekkingen y = — " ^ a?, « = — ^ », 

Door deze waarden in de yergelijking ai/z -\- b9x -\- cxi/ =s O 
van den omgesokreven oiricel te substitueeren en evenzoo met 
de op gelijke wijs gevonden betrekkingen van B'^ en Q" te 
handelen, vinden we dus de vergelijkingen 

— at^ -|- w/H^ + cn"^ — own — {a — c) nl — (a — b) lm = O \ 
al^ ~ /;»,2 _|_ ^„2 _ Q, _ c) mn — bul - {h - a) lm = oL 
(U^ 6m» — cn^ — {c — ó)nm — (c — a) nl — clm = 0) 

waaruit we , voor a + ft + c =2« en <-|-wH-« = i door 
optelling twee aan twee de betrekkingen 

at = s{t — bl = s{t — w), ct t=t 8{t — n) 

afleiden. Hieruit volgt dan weer door oplossing van /, m, « 

l m n 

8 — a ff — b s — c 
De vergelijking dor gevraagde liju is dus 

(« — a) * + (* — ft) 4- (« — «) « = O, 

of 

en dns, in niet-homogenen vorm, 

« H- y + « = 2r, 
als r de straal is van den ingeschreven cirkel. 

Aanmerkinökx I. De lijn wordt als volgt geconstrueerd. 

Trok door I (fig. 62) de lijnen II), IE, I F achtereenvolgens 
loodrecht op Al, BI, Cl, waarin D, E, F de sngpunten dier 
nieuwe lijnen met de zijden BO, CA, AB voorstellen. Dau is 
DEF de gevraagde lijn. 

Want voor olk punt van ID is // -f- - = 2f; voor D is dus 
y-|-«=2r en jf = ü, enz. (T. J. A.) 
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n. De lijoen kk", BB", 00" hebben tot Tergelijkingcn 

jr « (tl -f- O * l -\- >n) X m {m -\- u) 

~z ~ iw(w-i-0' T ~ «(« -h m)' "ïT ■+- ») 



Zij snijden elkaar dus in het pant 

lx my m 

m + fi H l l -|-m' 

d. i. in het inverse punt tsd het punt ?an Naobl (LeiiotirB). 

Vraagstuk CXXXVIII. 

Men vraagt te bewijzen, dat 
a) de som is van n vierkanten voor » > 2 , 
If) w* -h 48 de som is van n vierkanten voor « > i , 

c) de som is van rr i — vierkanten voor n > 
en d) (« 4- 2m^y altijd de som is van « -|~ + ' vierkanten. 

(É. Lëmoine.) 

Opgelost door W. Mantel en P. de Carpentier Wilder- 
VAMCK Jr. 

Oplossing /"/;/ W. Mantel. 

Tn het algemeen wordt de stelling bewezen door het veri> 
fiëereu der eenvoudige identiteiten: 



a) = — 1) . 2* -r (« - 2)» 

/>) + 48 (n — 1) . 42 t- (n - H)\ 

e) »» = (,• — ««) . (2i»)^ + (a — 2i«*)» 

d) (« -t- 2wV = «* + (« -h «•*) . (2«)*. 



Bij b) wordt het geval « — 8 aangevuld door 

8» + 48 = 6.1« + 5*+9». 
Bij r) wordt het geval n = 2»w' aangevuld door 
4iw« = (2m^ - 1)' + (m -f 1)=» -H m"^ -f- (m — 1)' H- (ü*-* - 3) . 1 . 

Aarmbrkino I. Uit a) volgt ook 

«» = (n — 1) . 4 + (n - 2) 

= (« — 1 — . ia») . 2» + (2m)» + (m — 2)» 
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wat een andere oplossing Tan e) is, die alleen geldt toot 

n > m»4- 1. 
Volgens deze oploasbg Tan e) is 

(»i + 2m«)> = (« + «" - 1) . 2* + (2ii»)« ^- (» + 2m» - 2)», 
wat een andere oplossing Tan d) is. (P. D. G. W.) 

Vraagstuk CXXXIX. 

Men vraagt een punt te vinden , waarvan de projecties op de 
zijvlakken van een gegeven viervlak ABCD de hoekpunten zijn van 
een viervlak met den grootsten of kleinsten inhoud (vergelijk Stei- 
NBR, GesammelU Werke II, blz. 90). (J. Neejberg.) 

Opgelost door W. Mantel. 
Oplossing. 

1 Notatie. We duiden door x Cosa; + //Cos /3, -f eCosyi — A =0, 
vk-aarin / — 1 , 2, 4 genomen moet worden, de vergelijkin- 
gen der zijvlakken van ABCD, door (a;, y, z) hot o^evranpde 
punt, door (:r, , , 2,) zjjn projortios op de vier zijvlakken en 
door Pi zijn afstaoden tot die vier zijvlakkeu aan. Verder 
stellen Ai en lx vijf stand vestigen voor, waarvan de beteeke- 
nis nader zal worden aangewezen. 

2. Betrekking tussohek de pi. Uit de aangenomen notatie 
volgen de vier betrekkingen jBOosaj+jrCos jSi + ^Cosyt — li=Pi* 
De uitkomst der eliminatie van ar, z uit deze vier vergelij- 
kingen mag door |Coscr{, Cos/Sf, Oosyj, +/'<|»0 worden 
Toorgesteld. Hiervoor sohrgTen wg 

Aipi + A,p, 4- AtPa + A4P4 = A . . . . 1). 

3. Inhoud V van het voetpuntstiervlak. Bekend is de 
Tergelgking in determinantenTonn dT=--|xi,^i, e,, 1|. Schrjj- 
Ten we hierin Toor a;;, yi, Zi haar waarden 4- p» Cos cfj, 
y + Vx Cos j3i , z ■\- Cos -y; on trekkott we de laatste kolom 
achtereenTolgens met «, y, 2; Termenigvuldigd Tan de eerste, 
tweede en derde af, dan Tinden we 

6V = |pi Cos «i , Cos /3i , Pi Cos 7» , 1|, 

of wel 



6V«p,ptfti>4 
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Was reeds uit 1) duidelijk met welke grootheden de stand- 
vAstigen Ai evenredig zijn, uit 2) volgt toTens de Tolstrekte 
waarde, die wij zc geven; A, is de goniometriaehe ▼orm, met 
welken ptpiV* Termenigvuldigd moet worden om den zesvou- 
digen inhoud van het viervlak, dat p^^ tot in het ge- 
vraagde punt samenkomende ribben heeft, te vinden. Dus zijn 
Al de grootheden die vok Staudt de sinussen van de drie- 
vlakshoeken noemde. 

4. Maximum of minimum van V. Volgens den regel van de 
betrekkelijke maxima of minima moeten de vier afgeleiden van 
\ + kh naar pi gelijk nul gesteld worden. Dit geeft 

^tp3P4 + ^3P*Pi + ^éPtPi -i- öA:A, = O . . . 3) 

en nog drie andere vergelijkingen van overeenkomstigen vorm. 
Door de zes vergelijkingen 1), 2), 3) worden de zes groot- 
heden piy ky V bepaald. Door 3) door PiPtP* te deelcn, de 
overeenkomstige vergelijkingen op overeenkomstige wijs to be- 
handelen en ze dan b^ elkaar to tellen vindt men 

„ /A, A^ A, AA 6*- . . . . X « 

\/^ l>2 Pa Vil PiPiPiP* 
of in verband met 1) en 2) 

3V + M = O 5). 

Eliminatie van k uit S) en 4) geeft dan, Y = ^ptP.P^P* W 
gesteld , 

Pt * 

of 

A,,>.=iA|l±:|/(l .... 5), 

waaraan overeenkomstige uitdrukkingen voor A^pf, A^pt. A4P4 
beantwoorden. 
Voegen we deze in 1) in, dan vinden we 

l/Tl^ +1/7- "^ +1/7-^ +1/i_Al.=2..6) 
y AW \ hW I hW V hW 

ter bepaling van W. Is W hieruit berekend, dan worden 
Pi > fs» Pst P4 uit 5) en de drie overeenkomstige vei^l ij kingen 
gevonden en daarna geeft de betrekking Y — 2/9,/i,;),/i4 W het 
gevraagde volume aan. 
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5. GSLIJKBBBHIO TIBBYLAK ; OHDERSCHlIDIHe TÜB80HBH 

XAXiKüif BV BHiriMUV. In hei algemeen is fle uitkomst 6) niet 
eenToiidig; zij wordt dit dechta voor A| ss » s A4. Dit 
byaonder geval doet zich Toor, als het yiervlak gelijkbeoiig is 
en de oyentaande sgden dus gelgk zgn. Dan is er slechts 
één oplossing; voor dese agn de afirtanden p gèli|k< Het ge- 
vraagde punt is dan het middelpunt van den omgeschreven bol. 

In het algemeen is de onderscheiding tusschen maximum en 
minimum bezwaarlik uit te voeren. Toor het geval, dat alle 
Ai gelgk zgn, is het onderzoek echter uiterst gemakkelgk. We 
onderstellen dan, dat de a&tanden pt positief zgn. Dan gaan 
1) en 2) over in 

P^-\- P2-\-P3 -^P*=a, PtP^P* + PsPiPl + PiPlPi + P^PiPi = *V , 

waarin a en é positieye standvastigen zgn. We vinden dan 
d{bY + ka) = (p^t +Pi|%+ftft + k)dpt + enz. = O , 
d^óY + *a) = (pip^ + p^^ +Püh + i)èPPt + 2(ft + J»4>f!>irfft + enz.; 

dus ook 

6(PY = 2(p,-hPi)dp^dp^ + ... 

Wijl alle p gelgk en positief sgn, is het teeken van d^Y 
dat van 

B = dpidp^ + ^Pi^P9 + ^Pi^P* -+ ^PifihP» + <Wf>« + ^P^4 
met de voorwaarde dpi •\' dp^ + dp^ dp^ s 0. Na verwgde- 
ring van dpt is 

wat wezenlijk negatief is. Yoor dit geval is het volume dus 
maximum. 

AANMBRKiva VAV DBN HBBR Nbübsbo. Do meetkundige 
plaats der punten, waarvan de projecties op de zg vlakken van 
een viervlak in een plat vlak liggen (uitbreiding van het begrip 
der rechten van SiMSOii), is het kubisch oppervlak 

8, = KpiPsPi + AiPiPtPt + A^PtPiPi + KpxP:P:i = O, 

dat door de zes ribben van het viervlak gaat '). Dit oppervlak 
S:, verdeelt do ruimte in twee streken; in de eene hebben alle 
punten een voetpuatsviervlak met positief, ia de andere 



*) Wfllk oppervlak wordt ontbnld door d» Mkm vw SiMMnr P (£u>.) 
Wik. Of». Dl. VI. 17 
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hebben alle punten een voctpuntsviervluk met negatief 
volume. Snijdt een willekeurige lijn l dit oppervlak in de 
punten L , M , N , dan wisselt het tweede lid van de uitdruk- 
king 1), welke zesmaal het volume van het voetpuutsviervlak 
voorstelt, driemaal van toeken, als het punt, waarbij dit be- 
hoort, l düurluopt ; zijti twee der snijpunten onbestaanbaar, dan 
komt dit wisselen van tceken slechts eenmaal voor. Deze om- 
standigheid verzwaart dc analytische onderscheiding tusschen 
maximum en minimum. Want , wat absoluut minimum is in 
de streek der punten met negatieve voetpuntsvlakken , is ana- 
lytisch maximum en omgekeerd. 

De belangrijke bijdrage van den Heer Mantil wettigt de 
ondersteiliDg , dat de nadere studie van de ruimteTerdeeling 
door liet oppervlak S, = O de vraag omtrent maximnm of mini- 
mnm spoedig beslieeend zal oplosaen. 



Vraagstuk CXL. 

In een vlak zijn gegeven een driehoek ABC en een punt M. 
Gevraagd de meetkundige plaats van een punt P zoo gelegen , dat 
de lijnen door M evenwijdig aan AP, BP , CP getrokken de zijden 
BC , CA , AB achtereenvolgens in punten A', B', C' snijden , waar- 
voor de verbindingslijnen AA', BB', CC door een téïfAe punt gaan. 
Tevens de meetkundige plaats van dit laatste punt Q te bepalen. 

(J. Neubero.) 

Opgelost door Mej. A. G. Wijthoff, T. J. Allersma, W. 
Bouwman, J. Neuberg en W. A. Poort. 

Oplossingen. 

1. Stelkuhdiob oplossiho. Nemen we ABC tot coördina- 
tendriehoek aan en stellen we door (/, ^ , h) eo («i , y, , «|) 
de coördinaten van M en P voor, dan z{jn de vergelgkingen 
van AP en A'M achtereenvolgens 

«ly — yi« = 0 , gty — fi» Has + bif + at) = O f 

waarin Jt bepaald wordt door de voorwaarde 

— yi* + ^(«Z' + 4- rA) = O, 

die uitdrukt, dat A'IC door M gaat Dus aj|n de vergelgkin- 
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gen van AA', BB', CC' achtereenvolgens 

\{af + chjzt + M|f,)Iy » Kaf + iyV, + egz, Iz , 

welke door een pnnt gaande rechten Toontellen onder de 
▼oerwaarde 

{(of-h eh)z, + bhy, \ \{bg ^ af)x, + cfz, } [{cA + b'j)y, + agx, \ 

h)yi + cgzi lKbg-\- ch)z, + ahx, \ Wh af)x, + bfy, } , 

of met weglating der aeeenten bij de ▼eranderiyken 

L«V + L'««e + My^e + M'y'ar + NA: + N'«»y = 0. 

Dus is de meetkundige plaats (P) van P een kromme van den 
derden graad gaande door A , B , C. 

Door uit dc vergelijkingen van AA', BB', CC' de a?, , y, , ^^ te 
elimineeren vindt men geheel op dezelfde wijs, dat ook Q een 
door A, B, C gaande kubischc kromme (Q) doorloopt. 

(T. J. A., W. B, W. A. P., A. G. W.) 

Aakiibrkuigsv I. Zijn O, E, F de ponten, waarin (P) de 
agden BC, OA, AB ten derden male snijdt, dan zijn 

devcrgelijkingen der rechten AD, BE, CF. WiilLlltN+L'M'N'=0 
is, gaan deze door een zelfde punt P'. 

Zijn D', E', F' de punten, waarin (Q) de zijden BC , CA, 
AB ten derden male snijdt, dan blijkt op dezelfde wijs, dat 
AD', B£', CF' door een zelfde punt Q' gaan (T. J. A.). 

IL Het punt H ligt op (P) en (Q). 

De naUgnen in A, B, O aan (P) agn eenToudig meetkundig 
te oonitmeeien. Onderstellen we, dat P met A lamenvalt, dan 
ia MB' evenwgdig aan BA en MC evenwgdig aan OA. We 
▼inden dan onmiddeUyk B', C en het orereenkomstige punt Q. 
Trekken we nu AQ, dan angdt deze BC in A'; de raaklgn in 
A aan (P) is dan evenwijdig aan MA'. 

Het 18 uit zich aelf duidelyk, dat (P) door A, B, O gaat 
Aan den anderen kant vindt men, dat Q met A, B, C eamen- 
▼alt, als men voor P achtereenvolgens het oneindig ver gelegen 
punt der Ignen MA, MB, MC aanneemt (W. B.). 

17* 
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III. De lijn PQ omhult een kromme Tan de derde klassOé 

(W. A. P.) 

MEETKirVDieE OPLOSSING TAN DEN HEER NeUBERO. We trek- 
ken door A en M twee evennrgdige Ignen AA| en MA', die 
BC (fig. 63) in At *} en A' eagden en zoeken de op AAi = lp 
gelegen pnnten P, de op AA' = /f gelegen pnnten Q. We 
Yerbinden daartoe een willekeurig op h gekosen punt X met 
B en Cy trekken door M de rechten MB' en MC' achtereen- 
volgens e?enwgdig aan BX en GX en verbinden de punten B' 
en G', waarin deze achtereenvolgens CA en AB snijden, met B 
en C , waardoor het punt T verkregen wordt. Wijl de stralen 
BX en GX bjj verplaatsing van X langs l, perspectivische stra- 
lenbundels doorloopen^ zullen BB' en CC' ondér gelgke omstan- 
digheden projectieve stralenbundels vonnen en T dus een 
kegelmee (T) beschrgven, die door B en C gaat. TaltXmet 
A of Ali samen, dan komt Y in twee standen T' en Y'^, die 
van de richting der Ign lp door A onafhankelgk zgn. Als lp 
om A draait, doorloopt (Y) dus een bundel van kegelsneden 
met B , C , Y', Y'^ tot basispunten. W^l nu de sngpunten van 

met (Y) klaarblijkelijk twee punten van (Q) zijn en er tus» 
schen de stralen If en de kegelsneden (Y) eco projectief ver- 
band bestaat, is de kromme (Q) de meetkundige plaats van 
de snijpunten der overeenkomstige elementen van twee projec- 
tieve bundels, een stralenbundel en een bundel van kegelsne- 
den. Dus is (Q) een kubische kromme gaande door A , B , O , 
Y' ,. Y* enz. 

Geheel langs overeenkomstigen weg vindt men, dat P een 
kubische kromme (Pj door A, B, C doorloopt. Men laat dan 
een punt Y de Ign AA' doorloopen, waarbg X een kegelsnee 
(X) door B, C en twee met de standen A en A' van Y over- 
eenkomende standen X' en X'^ van X beschrijft, enz. 

Men vindt gemakkelyk de drie nieuwe snijpunten van (P) 
met de zijden van driehoek ABC. Yalt nl. P op BC, dan vallen 
MB' en MC' in een zelfde lifn B'MC' door M samen en is Q 
steeds het snijpunt Y" van BB' en CC'. Snijdt AY" de zijde 
BC in a, dan zal de lijn door A evenwijdig aan Ma op BC 
het derde snijpunt D bepalen. 

Eveaeeiis vindt mcu gemakkelijk de drie nieuwe snijpunteu 



*) Dftie lettor ontbraekt in da figuur* 
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Tan (Q) met de zijden Tan driehoek ABO. Ligt Q op BG, 
dan vallen A', B', C' in Q , O , B en zal P dus het sngpnnt 8 
van de lijnen BS en OS evenwijdig aan CM en BM zijn ; de lijn 
door M evenwijdig aan AS snjjdt BC dan in het gezochte punt D'. 

Het punt M ligt op beide krommen. Want, als men P in 
M aanneemt, valt Q ook in M. 

Aanmerkingen. I. Men kun de vraag al<^omeener maken 
door de lijn in het oneindige te vervangen door een lijn in 
het eindige (conische projectie van het vraagstuk). Ook kan 
men de lijnen AP, BP, CP door de drie hoekpunten D, E, F 
van een nieuwen driehoek laten gaan. Dan neemt het vraag- 
stuk den volgenden vorm aan: 

In een vlak zijn gegeven twee driehoeken ABC, BEF, een 
Ign l en een pont M. Gevraagd de meetkundige plaate van 
het punt P zoo gelegen, dat de Ignen door M naar de snij- 
punten D,, £,, F, van / met DP, EP, PP de Ignen BC, 
CA, AB achtereenvolgens in punten A', B', C' sneden, waar- 
voor de verbindiiigslgnen AA', BB', C& door een zelfde punt 
Q gaan. Tevens de meetkundige plaats van Q te bepalen. 

II. Het vraagstuk 12202 van de Educational Times van 
Januari 1894 heeft ons tot het bovenstaand vraagstuk gebracht. 
Daarin is M het hoogtepunt van ABC en gaat de meetkundige 
plaats (P) door de middelpunten O en I van om- en ingeschre- 
ven cirkel. 

III. Hoe kan men, als een kubische kromme gegeven is, 
op deze vier punten A, B, C en M aanwijzen, voor welke zg 
als de meetkundige plaats (P) of (Q) versobynt ? 



Vraagstuk CXLI. 

Gegeven twee willekeurige viervlakken ABCD en AVCD'. Te 
bewijzen, dat de meetkundige plaats van een punt P, waarvoor 
A' en de lijnen achtereenvolgens door B', C', D' evenwijdig aan 

BP , CP , DP op een zelfde hyperboloïde liggen , een hyperboloïde 
is , en te onderzoeken , of het mogelijk is P zoo te bepalen , dat de 
lijnen door A', B', C', D' evenwijdig aan AP, BP , CP, DP vier 
tot een zelfde stelsel behoorende beschrijvende Ujnen eener hyper- 
boloïde zijn. (J. Neuberg.) 

Opgelost dcor T. J. Allbrsma, W. Bouwman en J. Neubbrg. 
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Oplossing van T. J. Allersma. 

1. We nemen A'B'O'D' als coördiaatenvierrlak aan en ge- 
bruiken normale afstandscoördinaten x, z, Is Y het 
Tolume van het yiervlak en zijn a, /3, y, S de inhouden der 
vier sgvlakkeni dan geldt Toor elk punt de betrekking 

aw + /3« + 7jr + S« « 0. 

Het behulp van deie identiteit kan men de vergelijkingen van 
krommen en oppervlakken «m> noedig gclijkslachlig maken. 

Laten x^, y^, Zi) voor t'ssO, 1, 2, 3, 4 achtereenvol* 
gene de eodrdinaten van P , A , B , C , D aanduiden en U voor 
<=s 1, 2, 3, 4 evenaoo de Ignen door A', B', C', D' even- 
wijdig aan AP, BP, GP, DP vooretellen. We kunnen dan 
Bohrgven voor de vergelijkingen van 
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tf_ ^ 
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J, . . . 
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ala we stellen: 

('i — »q)*^ —¥i — yo\ («I — «■©) »! = «I — ^ 

(«t — 2^o) »»3 = w-j — «'o ( ' (^3 — ^) «3 = a?, — n 

(•04 — wo) «»4 = — «O ) («"4 — Wfl) "4 = y4 — yo 

Zal nu het punt A' met l|, !« op een zelfde hyperbololde 
liggen, dan moet een door gaande Ign, die ve door 

-^sss-^s-^ voorstellen, op la 1»^ U kunnen rusten. Dit 
lm» 

heeft plaats onder de voorwaarden 

waaruit door eliminatie van m en n de betrekking = m^p^ti^ 
gevonden wordt. 
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Voegen we hierin de waarden Toor m4, «r, , «4 uit 1) 
in en laten we den index nol weg, dan vinden we toot de 
meetkundige plaats van P de Tergelgking 

(a? — a?,) (y — y,) {z — z,) = {x ^ a;,) (y — y^) (^ — /,). 

Wijl de termen van den derden graad verdwijnen, stelt deze 
vergelijking een kwadratisch oppervlak voor. Dit oppervlak 
moet een éénbladige hyperboloïde zijn, want het bezit de zes 
rechte lijnen 

waarvan Ien2,3en4}5en6 achtereenTolgens evenwijdig 
zijn aan A'B\ A'C\ A'D', terwijl 1, 3, 5 aohtereenvolgens 
door B, G, 1) gaan. 

2. Geheel langs den zelfden weg vindt men, dat do meet- 
kundige plaatsen van P , waarvoor B' met , ^4 , /, , C' met 
/« , /, , /] , D' met /| , , I3 op een zelfde hyperboloïde liggen , 
kwadratische regelvlakken zijn. Stellen we dese vier regel- 
vlakken, de boven gevondene en de drie overeenkomstigen , 
door H|, H, , H3, H, voor en voeren we de volgende no* 
tatie in 

(x - x^)(y — ya)(^ — -3)= W, {x — xj) (y — j/^) (z — 2,)= W, 
(y — yi) — ^)('» — w'«) = X , (y — y^) {z — zx) {te - m73) = X' , 
{z — z^) {w — W4)(« — ƒ,) = ¥, (z — ) (J^ — ifa) (x — x^) = Y' , 
(w—i»t) (» — af|)(jr — jrJ=Z , (ir - (ar — a^) — |f,)=Z', 
dan vinden we voor de vergelijkingen der vier regelvlakken 
H, = W- W' = 0, Ha = X - X' = 0, 
HjsY - Y' = 0, H4SZ — Z' = 0. 

Elk punt, dat deze oppervlakken met elkaar gemeen heb- 
ben, ia een punt P, dat aan de ^sehen van het tweede deel 
van het vraagstuk voldoet. 

Aanmerkingen. T. Tb P (fig. 64) een punt van de eerste 
meetkundige plaats, dan zal er een lijn a door A' te trekken 
zijn, die rust op de lijnen B'B", CC", D'D" door B', C', D' 
evenwijdig aan BP, CP, DP getrokken. Zijn nu BBa, CCa, DD« 
evenwijdig aan B'A', CA', D'A', dan zijn ook de vlakken 
B.BP, C.CP, D.DP evenwijdig aau de vlakken A'B'B", A'CC", 
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AD'D* en angden se elkaar dm Tolgena een I$|n a' eTenwg- 
dig aan «, die op BB«, CC«, DD« raat. Eo omgekeerd aal 
elk punt eener op BB., CC., DD« rnatende Ijjn aan de Toor- 
waarde van het pnnt P yoldoen. Daa ia de meetkundige 
plaata Tan P het door de drie riohtlgnen BB«, CC«, DD« be- 
paalde regeWlak H, (J. N.). 

TI. Uit de boven aaDgenomen notatie volgt onmiddelljjk de 
identische betrekking WX'YZ' = W'XY'Z. Hieruit blijkt , 
dat de punten , waarvan de coördinaten de drie betrekkingen 
W = W', X = X', Y = Y' bevredigen, dit ook de betrekking 
Z = Z' doen ; alleen als W = W' is enz. , door dat beide nul 
worden, vervalt de gemaakte gevolgtrekking. Anders gezegd, 
de punten gemeen aan H, , Kj, H, voor welke geen der vor- 
men W, X, Y de waarde nul aanneemt, liggen ook op H<. 

Beschouwen we nu de beide bikwadratieche krunimen , die 
de doorsnee vonneii van H, en Hj en van II^ en H3 , dan 
wordt het duidelijk, dat elk van deze uit een kubische ruimte- 
kromme R en een deze kromme tweemaal snijdende rechte r 
bestaat. Uit de vergelijkingen 2 = e^, , y = ^4 en m' = 1^4 , ^ — ^, 
dezer rechten volgt, dat ze elkaar kruisen en op H, 
dus tot hetzelfde stelsel beboeren. Hieruit kan dan verder 
afgeleid worden, dat elk der beide op H, gelegen krommen 
R met elk der beide eveneens op H, liggende rechten r twee 
punten gemeen heeft. Zijn beide bikwadratisohe krommen als 
(K , r) en (R', r') tkh elkaar onderaeheiden , dan kan dus be- 
weerd worden, dat de heide paren Tan snijpunten (R, r') en 
(R', r) tot de aoht gemeenachappelijke punten Tan H, , , H3 
behooren. WJl Toor het eerste paar X en Y, Toor het tweede 
paar W en X nul worden, liggen deze Tier punten niet op 
H4. Dua ign er Tier punten, die aan de eisehen Tan het 
tweede deel der Traag Toldoen, nl. de Tier oTerige snijpunten 
Tan H, , H,, H3 (P. H. S.). 



Vraagstuk CXLII. 

Gegeven een vlakke kromme C" en een punt O in het vlak der 
kromme. Zet men op de raaklijnen / in elk punt P van C* naar 

weerskanten stukken PM — OP uit, dan ontstaat er een nieuwe 
kromme, de meetkundige plaats van M, die door Steiner be- 
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schouwd is (zie GesammelU Werke ^ II, blz. 133 of Journal von 
Crelle^ 21, blz. 106). Men vraagt in een punt Maan deze kromme 
de raaklijn te constraeeren. J. Neuberg.) 

Opgelost door W. Bouwman, W. Mantel en J. Neuberg. 

OplosBingen. 

T. Zijn P en F' (fig. 65) (wee opvolgende punten vnn C" 
en M en M' twee hiermee overeenkomende punten der nieuwe 
kromme, dan moet do grcnsstand van de lijn MM' bepaald 
worden. We beschouwen daartoe de oneindip^ kleine driehoe- 
ken QMM' en CPP', waarvan de eerste door de beide raak- 
lijnen in M en M' aan C" en de verbindingslijn MM' en de 
tweede door de normalen in P en P' aan C" en de verbindings- 
lijn PP' gevormd wordt. Is hoek QMM' door /u, CP = CP' 
door R voorgesteld, dan vinden we met behulp van de verder 
in de figuur gegevene notaties 

Sin n m' P^Q r 4- <gr — jBrf» 

8in(» + rf^)~ QM ~ PM + QP " r-t-iR<f# 

en dos ook door het quotiënt Tan de som en het venchil van 
tellen en noemers te nemen 



^ dr E(l — C08 ^) 
IC — — 

Hieruit vloeit de Tolgende constructie voort. Zet op PO 
van P uit den kromteetnuJ B af, projecteer deaen op PM , trek 

deze projectie van R af en construeer nu een rechthoekigen 
driehoek met dit verschil als eene en r als andere rechthoeks- 
zijde. Dan is de scherpe hoek tegenover r de hoek, waaronder 
de lyn MM' de raaklyn PM sngdt (W. B.). 

II. Yolgens de notatie, die in vraagstuk 77 is aangege- 
Ten *)t stellen de vergelijkingen 

X Cos a + y Sin a = u \ 

— X Sin a -h y Cos a = w' } , 

— » Cos « — y Sin <r «a a*^) 



>} Men gelieve op bli. UO de votnieD V^k** -|- en m + m' onder I) en «) 
door V^y^ü* en K -I- te vervrngen. 
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waarin u een bekende functie van a is, achtereenvolgens de 
raaklijn, de normaal en de lijn door het krommingsmiddel- 
punt evenwijdig aan de raaklijn voor. In verband met de 
daar gegeven waarden van de coördinaten van P en van den 
afstand OP zijn de coördinaten van M gegeven door de be- 
trekkingen 

1 = 1* Oo»a — u' Sin a ±, + 1»'* Sin «, 

ïj = a Sin a + u' Cos a ~^ + u'' Coa «. 

Dus vindt men ter bepaling van den hoek Xi ^^^^ 
vraagde raaklgn met de ar-as maakt, de Torgelyking 

T =r ^ - ^•"'^ — «QCoag :ii r»8ing 

dt}~ R{r z^. j/) Sin « ± r* Cos « 

en dus, als men (fig. 66) de « as door O zoodanig aangenomen 
beeft, dat a =^ 90'' is, 



In deze uitkomst, waaruit \ gemakkelijk te construeeren 
is, geldt voor het in de figuur bescbouwde geval het bovenste 
teeken (W. M.). 

nL Het Traagetuk wordt gemakkelgk opgelost met beknlp 
▼an de leerwijze van Bobbrval, vooral als alle daarbg optre- 
dende snelheden worden voorgesteld na draaiing over een rechten 
hoek , bijv. in den sin van de beweging der wgaers eens 
nnrwerks. 

Tb O (fig. 66) het krommingamiddelpnnt van O voor P en 
dus ook het onbestendige draaüogsmiddelpunt van het voor- 
loopig van standvastige lengte onderstelde segment PM, dan 
kunnen de snelheden van P en M op de aangegeven wgze 
door PO en HO worden voorgesteld, als men aanneemt, dat 
de beweging in den sin van het pghge geschied. Hiermee ia 
dan tevens de maat voorgesteld, waarmee de snelheden ge- 
meten worden. We ontbinden de snelheid MC in MP en PO, 
waarvan de eerste aan de draaiing van MP om P, de tweede 
aan de verschuiving van M over PM beantwoordt. 

Beschouwen we P vervolgens als een punt van OP , dan 
ontbinden we de snelheid PC van P in PQ en QQ\ van dese 



TgX = 
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ontboDdenen komt de eerste met een draaiing van den voeratraal 
OP om O, de tweede met een venehmyiDg yan P langt PO 
overeen. Uit de voorwaarde OP = PM volgt, dat het veraeliU 
der snelheden van P en M langs PM san de snelheid van P 
langs PO gelijk moet zgn. Trekken we QO van PC af, dan 
sal PN dns de snelheid sgn, met welke het boven onveranderljjk 
gedaohte segment PM sich moet vergrooten , willen OP en PM 
gelgk blgven. Het punt M der nieuwe kromme heeft dus de 
snelheden MP en PN. Derhalve is MN de normaal in M aan 
de nieuwe kromme en de loodlgn MT in M op deze Ign de 
gesochte raaklgn (J. K.). 

Aanmerking. De heer Neuhkkg merkt op, dat bovenstaande 
door hem op het Congres te Oaeu in 1894 medegedeelde con- 
structie geheel overeenkomt met de resultaten van de heeren 
Bouwman en Mantel. We wijzen dit met een enkel woord 
aan. 

Uit een vergelijking der beide figuren is onmiddellijk dui- 
delijk, dat de hoek ju van de eerste oplossing cn het supple- 
ment van den hoek van de tweede oplossing de hoek PJ^M van 
de laatste oplossiDg is. Dus moet eerst worden aangewezen, 

dat de beide uitdrukkingen j^^f^^ en ^^^^ gelgk 

PN ' 

Nu is r.QO^w'.R en dus PN = 5(r — «'); wijl PM = r 

f 

ie, volgt hieruit de gelijkheid van de tweede en de derde waarde. 
Verder is u' = r Cos ^; wordt dit in de tweede uitdrukking lU' 
gevoegd , dan gaat zg in de eerste over. 



Vraagstuk CXLIII. 

In een zelfde vlak zijn twee driehoeken ABC en A'B'C' gegeven. 
Gevraagd de meetkundige plaats van het punt P, waarvoor de lijnen 
door A', B', C' evenwijdig aan AP, BP, CP de zijden B'C', CA', 
A'B' van A'B'C' in drie punten eener rechte / snijden. Tevens 
de omhullende dier rechte te bepalen. (J, Neuberg.) 

Opgelost d0or W. Bouwuan m J. Njeubbrg. 
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Oplossingen. 

I. AiTALTTiBCHB OPLOSSINO TAX W. BouwiuN. We nemen 
driehoek ABC tot assendriehoek aan, stellen het punt P door 
(A , /t, v) Toor en nemen a« s O, O , = O en ^« = O tot 
TWgélgkingen van de lijnen WO', G'A', A'S' en de Ign in het 
oneindige aan. 

De Ijjnen door A', B', O' evenwijdig aan AP, BP, CP kunnen 
dan door de Teigeiykingen 6» — je« » O, tf« — ma^ = O, 
0g — nbg^O worden aangeduid. 

De Toorwaarden van evenwgdigheid zyn dan 



^1 h ^3 

O V li 



/, <2 ^3 

0 V n 



m = 



V O X 



V O X 



n = 



a, a^Oj 
ij ^3 
M AO 



/i X O 



torwijl do voorwaarde, dat deze nieuwe lijnen de drio zijden 
B'C', A'B' in drie punten eener rechte snyden door de 

betrekking 

72 + , «j + »«7a , 02 + »«a = O ... 1) 

7» + ^i^» > + '"Tl ï A + 

wordt voorgesteld, als lm, /3i, yil de toegevoegde determinant 
is van |a<, ^i, Ci\. Door invoeging der waarden van m, w 
vindt men voor de vergelgking der meetkundige plaats van P 
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= 0. 



(» = 1, 2, 3). 

Dus is de meetkundige plaats van P een kromme van den 
derden graad. 

Stelt 7/, = O de rechte voor, dan wijzen de betrekkingen 
aan, dat deae lyn de drie sngpunten bevat. Door eliminatie van 
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/, n uit dese drie Tergclijkingen en 1) vindt men de Ter- 
gclijking der ombuUende Tan p in den Torm 

I yfi» — /3«y« , «ly, — 740. , - ai/3, | = 0. 

(• = 1, 2,3) 

Dus is de omhullende van p een kromme Tan de derde klasse. 

II. Synthetischs oplosbino tan J. Neubero. De meet* 
kundige oplossing Tan dit Tiaagstuk komt geheel met die Tan 

vraagstuk 140 overeen. 

We trekken door A en A' twee evenwijdige lijnen / en 
die de overstaande zijden BC en B'C' der gegeTen driehoeken 
(fig. 67) in de punten A, en A', snijden en bepalen nu de 
punten P op / en de lijnen p door A'^. 

Daartoe trekken we door A'i een willekeurige lijn ar, die 
A'C' in B'i, A'B' in C'i snijdt, en bepalen we het snijpunt 
X van de Ignen /3 en y door B en C evenwijdig aan B'B'i en 
getrokken. Als x om A', draait, besohrijTen |3 en y 
Btnüenbundels , die met den stralenbundel w en dus ook onder- 
ling projectief zijn. Dus doorloopt het snypunt X een door 
B en C gaande kegelsnee K^ De snijpunten Tan Kt met l 
agn punten P, de overeenkomstige lijnen x zijn lijnen p. 

Gemakkelijk blijkt, dat de kegelsnee K{ een bundel doorloopt, 
als 2 om A draait en in Terband daarmee de aan / evenwijdige 
Ign i' op B'C' een puntreeks A', afteekent. De vier basis- 
punten van dien bundel zijn B, C en de punten X, die met 
de standen B'C' en A'|A' Tan x OTereenkomen ; van deze laatste 
twee ligt het eerste oneindig ver in de richting B'C' en 
noemen we het andere Aj. Wijl de kegelsneden van dezen 
bundel projectief verwant zijn met de stralen is de meet- 
kundige plaats (P) Tan P als de meetkundige plaats der sng- 
punten van deze twee projectieve buudels een kromme Tan 
den derden graad , die door A, B» C gaat. 

Door de redeneering om te keeiren en in stede van een lijn 
om A'i draaiende een langs / bewegend punt X te beschouwen, 
Tindt men, dat de omhullende van p ontstaat door uit de punten 
van de puntreeks A', op B'C' de raaklijnen te trekken aan de 
kegelsneden eener met deze puntreeks projectieTe schaar Tan 
kegelsneden. Dus is de omhullende ip) Tan p een kromme 
Tan de derde klasse, die B'C', CA', A'B' aanraakt 
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Aanmerkingen. I. Geniakkeljjk wijst men negen punten 
van (P) aan. Deze negen punten zijn verdeeld in drietallen 
en bestaan uit de drie punten A, !i, (', do oneindig ver ge- 
legen punten X'^, B'^ , C'^ van BC , UA , AB en de drie 
punten Aj, B, , Cj. Uit de wijze, waarop deze punten ge- 
vonden zijn, blijkt, dat A het tegenpunt is van (B, C, A'^ , Aj), 
onz.. Bovendien worden de derde snijpunten Aq , Bq, Oq van 
BC, CA, AB met de kromme gemakkelijk gevonden. 

Ter verkrijging van A^ moet men van die kegelsnee K( 
uitgaan , welke uit de twee rechten BC en AjA'» bestaat. 
Neemt men nu op de lijn A^A'^^ ^en willekeurig punt X aan 
en bepaalt mea de overeenkomstige lijn dan zal deze B'C' 
in een zeker pnnt A.'| ragden en de lyn uit A evenwijdig 
aan A'A', op BC bet Yerlangde pnnt A» aangeven. 

Evenzoo worden gemakkelijk negen raaklgnen van (p) aaO' 
geweien. Het ziju de zijden B'C% CA', A'fi' van driehoek 
A'fi'G' en de drie Ignenparen, die telkeos met twee van dese 
een vierzg vormen, waarvan de derde de tegenzgde ia. Wgl 
er overgang van ABC op A'B'G' dnalisme optreedt, moeten 
ook de derde raaklijnen uit A', B', C' gemakkelgk te vinden 
zijn. We laten de bepaling deaer raaklgnen aan den lezer 
over (J. N.). 

II. De raaklijnen in A, B, C aan de kromme (P) zijn door 
een eenvoudige meetkundige constructie te vinden. Als P met 
A samenvalt en de lijnen door B' en C' evenwijdig aan BA 
en CA de overstaande zijden CA' en A P. in B; en C3 snijden, 
geeft de lijn die A' verbindt met het anijpunt van B'C' en 
BaOa de richting der verlangde raakliju aan, eoz. (W. B.)* 

Vraagstuk CXLIV. 

Van een driehoek ABC zijn gegeven de lengte a van BC, het 
middelpunt N van den negenpuntsdrkel en de lechte /, waarop B 
en C Uggen. Aan te toonen , dat het middelpunt O des omgeschre- 
ven dikels, het hoogtepunt H en de top A gelijke hyperbolen 
bescbrijven, en de krommen te vinden, die door de zijden AB, 
AC en de hoogtelijnen BH, CH worden omhnld. 

Q, Neubirg.) 

Opgelost door T. J. Allbrsma. 
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Oplossing. 

1. We nemen het voetpunt M van de loodlijn uit N op l 
tot oorsprong, deze loodlijn tot x-ns en / tot f/-a8 aan. is 
ABC (fig. 68) een der Htanden van den driehoek, dan is, als 
A, het midden van liC en dus de projectie van O op BC 
aangeeft, NA, als straal van den negenpuntscirkel de helft 
van den straal OB des oni^eHchroven cirkels. Stellen we NM 
door f en BC door 2m voor, dan geelt de betrekking 2NA| = OB 
onmiddellijk voor de meetkundige plaats van O de vergelijking 
4 (r + f) = + m' of ;r-' — iy^ = 4p — m\ Dus is de 
meetkundige plaats van O een hyperbool 2, die M tot middel- 
punt heeft en waarvan de assen langs de coürdinaatassen vallen. 

2f 

De Btand Tan dese hyperbool hangt Tan de verhouding — af. 

in 

Is 2/" >» m dan is de x-as, Is 2f <C m dan is de y-fis de be- 
staanbare as. Eu voor 2f — m gaat £ in twee rechte lijnen 
door M over. 

Wijl H en O symmitri>t:h liggen met betrekking tot N, 
doorloopt H terzelfder tijd een hyperbool symmetrisch met 
2 ten opzichte van N. De assen van de nieuwe hyperbool 
vallen langs de ar-as en de lijn l' symmetrisch met / ten op- 
zichte van N. Deze lijn l' is de meetkundige plaats van het 
punt Aj op den negenpuntscirkel diametraal tegenover A, en 
dus midden op AH gelegen. Derhalve beschr^ft het punt A 
dezelfde hyperbool 2'. 

Het samenvallen der meetkundige plaatsen van A en H is 
een gevolg van de omwisselbaarheid der punten A en H. 
Terwijl H en N hoogtepunt en middelpunt van den negen- 
puntscirkel zijn Yoor driehoek ABC, zyn A en N dit voor 
driehoek HBC. 

2. We lowen de hyperbool «* — = 4/' — w' — 4^* in 
haar punten op door te stellen « = 2y Sec ^ en y ^ </ Tg ^ , 
waarin ^ een Teranderlgke hoek Tooratelt. Met deae notatie 
worden de coördinaten Tan 

(a; = 2/^Sec^j C ^^'^^ 1 H j' = 2(A-i7Sec^)( 

'ly = i^Tg^ r ly = ..yTg0+«r ll/ = -yTg^ \- 
Derhalve stelt de vergelijking 

» . y~^Tg» — 

2(/'— ^Seo^)"^ 2^Tg^4-m 
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die als Tg tp = z gesteld wordt» den yorm 

aanneemt, de lijn CH voor. Bangsohikkeo we naar dan 
vinden we 

Ao«* 4- B,2' + (V + A« + = O, 

waarin A, B, O, D, £ foncties van ss en f zjjn met door 
den aanwijzer aangegeven graad. Dus levert eliminatie van 
z tusschen de vergeljjkingen 

4Ao«* + 3B,2' 4- 2C,z 4- D, = O , 

B,^^ + 2C,0^ 4- 3D,0 4- 4E, = O 

de vergelijking der omhullende in de gedaante 



4Ao 


3B, 


20, 




0 


0 


0 


4Ao 


3B, 


20, 


D, 


0 


0 


0 


4Ao 


3B, 


2C, 


ö. 


B, 


2Ga 


3D, 


4Ë. 


0 


0 


0 


B, 


20, 


dB, 


'4E, 


0 


0 


0 


B. 


2C. 


3D, 


4E^ 



Deze vergelijking stelt tevens de omhullende van OA voor. 
Keert men het toeken om van «1, dan gaat ag in de verge- 
lyking der omhullende van BH en BA over. 

Beide omhullenden zgn krommen van den tienden graad ; 
zij zijn eikaars spiegelbeelden met betrekking tot de «-as. 

Aanmerkingen. I. De klasne der beide omhullenden wordt 
eenvoudig langs meetkuudigen weg bepaald , als we zorg dra- 
gen de beide krommen behoorlijk uit elkaar tc houden. 

We onderzoeken daartoe, hoeveel raaklijnen er dour een wil- 
lekeurig op / gekozen punt C gaan. Daartoe zetten we van 
C af in bepaalden zin (hier volgens de teekening naar beue- 
den) een stuk CA, = m af en trekken we door het met betrekking 
tot N symmetrisch gelegen punt Aj een lijn loodrecht op Z, 
die in twee punten A en H snijdt. De lijnen CA en CH 
zijn dan raaklijnen door C. Verder hebben we te bedenken, 
dat de lijn l zelve raaklijn of veelvoudige raaklijn van de 
bedoelde omhullende zijn kan. We onderzoeken dus hoe dik- 
wgls het gebeurt, dat A of H op I valt. Wgl l de meetkundige 
plaats 2' van A of H in twee punten snijdt, is deze lijn 
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tweemaal raaklgn der omhullende. Want nemen we van dese 

punten P (O , i t«) en Q (O , — \ w) de symroetrisehen P* en Q' 
met betrekking tot l' ^ dan zijn (P, P') en (Q,Q') twee paren 
(A , H) en de op l' gelegen middens Po , Qo van de segmenten 
PP' en QQ' de overeenkomstige standen van A^, de punten 
Q, P zelf duB weer de overeenkomstige standen van Ai. En 
nu kan men ter bepaling van de bedoelde drieboeken , die sich 
tot een lijn afplatten , een stuk A|C — m van Q en P uit naar 
boven uitzetten. 

Zoo bl^kt dus, dat elk der beide omhullenden een kromme 
van de vierde klasse is en l een gemeenschappelijke dubbel* 
raaklgn van deze krommen uitmaakt (P. H. S.) 

II. Ook stelkundig wordt de klasse der beide omhullenden 
gemakkelijk gevonden. Brengen we vei gelijking 1) overeen 
met xu -i- ijo w = 0^ dan vinden we voor beide 

pu = 2y ïg^ it m , 

pi9= ^2{f—g Sec tp) (pTgf ^ m) 
en dus na eliminatie van p cn ^ 

een vergelijking van den viertlon graad. 

Deze uitkomsten strijden niet met die van don Heer 
Allersma. ^Vant werkelijk ia een kromme van do vierde 
klasse met een dubl)elraaklijQ, die geen buigraaklijnen heeft, 
van den tienden graad. 

Wijl de raaklijnen twoo aan twee involutorisch met elkaar 
overeenkomen , zijn de beide omhuileudeu hjrperelliptische 
krommen. (P. H. S.) 

Vraagstuk CXLV. 

Van een in een gegeven vlak liggenden driehoek ABC kent men 
het hoogtepunt H en het middelpunt O van den omgeschreven 
cirkd. Gevraagd de verwantschap tusschcn 

i**. twee hoekpunten, 

2^. tvee zijden, 

3^. een hoelcpont en een sijde 
van dien driehoek te onderzoeken. (J. Neubero.) 

Opgelost door J. Neubkrg en P. H. Schoute. 
WiMC. Ofo., Dl. TL 18 
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Oplossing. 

1. Men bepaalt een driehoek ABC uit het beschouwde stelsel 
door een gegeven punt A (tig. 69) als een der hoekpunten, of 
een gegeven rechte a als lijii, waarlangs een der zijden valt, 
aan te nemen. En ia het algemeen vindt men in elk dier 
beide gevallen slechts één driehoek ABC. Gaat men van A 
uit, dan vindt men de rechte a, waarlangs de overstaande 
zijde valt, door uit O de lijn OA^ evenwijdig aan AH en gelijk 
aan de helft van AH te trekken en in Af« een loodlijn op OAm 
op te richten ; door den omgokecrden weg te volgen leidt men 
A uit a af. In beide gevallen vindt men het paar hoekpunten 
B, C en het paar rechten f) , c , waarlangs CA, AB vallen, 
door uit O een cirkel te beschrijven met OA tot straal. Wijl 
B en C onwisselbaar zijn en dit ook niet h en c het geval is, 
zal men bij een gegeven punt A dus ééne rechte a en twee- 
tallen van elk der overige elementen vinden, terwijl omgekeerd 
het aannemen der rechte a eveneens tot één overstaand hoek- 
punt A en tweetallen van elementen fe, c en B, C voert. 

Uit het bovenstaande is duidelijk, dat we in dit vraagstuk 
onder a , c niet de lengte der zijden van driehoek ABC 
maar de reciiten, langs welke die zijden vallen, verstaan. Ook 
dat Am het midden is van BC, enz. 

Door het symbool [X , /j] drukken we de verwantschap uit 
tusschen twee vai^ elkaar afhangende elementen A, /u, die hier 
M twee punten, 6f twee rechten, óf een punt en een rechte 
zijn zullen. Door de symbolische vergelijking [A, ^] =r (/, m) 
drukken we uit, dat in de verwantschap [A , /j] met een wil- 
lekeurig gegeven stand van A in het algemeen l standen van 
fx, met een willekeurig gegeven stand van />/ in het algemeen 
m standen van A overeenstemmen. Yolgens deze notatie gel- 
den de betrekkingen 

[A, •] - (1 , 1), [A. B] = (2, 2), [A, *] = (2, 2), [o, »] - (2, 2). 

Hoewel dit Toor deze Tergelij kingen geheel overbodig is, 
2gn we toch Terplioht in het venrolg een onderscheidiDg te 
maken tusschen {X, /i] en [/i, X]. In [A, n] denkt men sich 
X gegeven en te bepalen, terwijl [/u, X] omgekeerd X uit ju 
leert vinden. In verband hiermee kan ook verschil gemaakt 
kunnen worden tnasohen de wrwants^p [X, fi] ea de tram- 
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formaHe [X, /u], als men onder verwantschap de wederzijdBche 
betrekking iusBchen A en /i, ouder traneformaüe alleen den weg 
die van X tot ^ Yoerfe wil verstaan. 

Onder de zes verschillende transformaties [a, A], B], 
[a , //] en [ A , «] , [ A , h] , [A , B] , waarover het vraagstuk 
handelt, zijn [u, £] en [A, ineident ia noemen , wijl B steeds 
op a ligt en b steeds door A gnat ; verder zijn [n , /'] en [A , B] 
syrnrnHrisehy wijl [«, 6] - n] cn [A, B] ^ [B, A] is. 

Bi} een transformatie [X , ft] spreekt men van een fundamen- 
taaMmmt X' , als met X' in stede van een eindig aantal l van 
elementen n een oneindig aantal elementen ^ overeenkomen. 
Dese verschillende standen van /u vormen dan de fundamentaal- 
kromme van X'; zij is meetkundige plaats als ft een punt, 
omhullende als fx een rechte is. De invloed van een ftinda- 
mentaalelement hangt in de eerste plaats af van de crde van 
dit clement; hieronder verstaat men den graad of de klasse 
Tan de fnndamentaalkromme, naarmate deze meetkundige plaats 
of omhullende is. B|j het opsporen van de fundamentaalele- 
meuten der zes genoemde transformaties zal dit nader bljjken. 

Verder kunnen verschillende transformaties nog bijzondere 
elementen van anderen aard bevatten. Zoo bevatten de trans- 
formaties [u , AJ en [ A , a] , die samen de verwantschap [a , A»] 
vormen, ineidente elementen , nl. rechten a, waarop het over* 
staande element A ligt; we spreken dan van afgeplatte drU- 
hoeken. Zoo bevatten verder de inoidente transformaties [a , B] 
en [A» U\ vertakhingeelementenj nl. rechten a met samengevallen 
B, O en hoekpunten A met samengevallen Z», c; we spreken 
dan weer van afgeplatte driehoeken. Zoo bevatten eindelgk 
de symmetrische transformaties ö] en [A, B] vertahkings» 
elementen en duhbelelementen. Van , //] is a een vertakkings- 
element als de beide overeenkomstige rechten 6 samenvallen 
en een dnbbelelement als een dezer beide overeenkomstige 
rechten h met a samenvalt; is a een dnbbelelement van [o, 
dan is de niet met a samenvallende rechte b een vertakktngs^ 
element van a], enz. Ook hier heeft men met afgeplatte 
driehoeken te doen. 

De namen , vertakkingselement** en |,dubbele]ement** zgn 
aan de theorie der involutie ontleend. Werkelyk kan men 
spreken van een tripelinvolutie (a, c) van rechten en een 
tripeliuYolutie (A, B, C) van punten. Wgl het aannemen van 

18* 
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een der elementen in het algemeen een driehoek uit het stelsel 
bepaalt, is elk dier involuties van den eersten rang. Wijl het 
invülutiea zijn in het ternaire gebied van het vlak, is hiermee 
in overeeastemming het aantal driehuekea ABC tweevoudig 
oneindig. 

2. Ter nadere voorbereiding van de studie der zes trans- 
formaties beschouwen vee eerst afzonderlijk eeoige reeksen van 
driehoeken ABC van bijzondereu vorm. 

a. Driehoeken met een zijde evenwijdig aan OH. 
Is a evenwijdig aan OH en A dus een punt der loodlijn 
in H op OH opgericht, dun is !>„ = 3 R. Cos A, als R de 
straal is van den omgeschreven cirkel. Hieruit volgt na een 
korte herleiding Tg B. Tg C = 3. 

|3. Ö e 1 ij k be e ni g e driehoeken. Ia a loodrecht op OH 
gericlit en A dus een punt van OH, dan is de driehoek gelijk- 
bo(Miig met A tot top. Gemakkelijk vindt men , dat de meet- 
kundige plaats der overeenkomstige punten B en C de hyperbool 
is, die het gemeenschappelijk zwaartepunt G van alle driohocken 
uit het stelsel en H tot toppen en O tot een der brandpunten 
heeft. Ia N het midden van GH, dan is ON 2GN, waaruit 
volgt, dat de asymptoten dezer hyperb<Jol met OH een regelma- 
tige drie- ster vormen. Wijl we deze hyperbool nog eens 
zullen ontmoeten , stellen we ze door h'^ voor. 

y. Gelijkzijdige driehoeken (oneindig groote drie- 
hoeken). In een gelijkzijdigen driehoek van eindige afme- 
tingen vallen de punten O en H samen; dus bevat het be- 
schouwde stelsel van driehoeken geen gelijkzijdige driehoeken 
van eindige afmetingen en kunnen alleen oneindig groote drie- 
hoeken uit het stelsel tevens gelijkzijdig zijn. Omgekeerd is 
het duidelijk, dat elke oneindig groote driehoek uit het stelsel 
tevens gelijkzijdig is. Want de herleiding van zulk een drie- 
hoek tut een gelijkvormigen driehoek van eindige afmetingen 
voert, wijl OH oneindig klein is met betrekking tot de onein- 
dige zijden des driehoek, steeds tot een driehoek, waarvan O 
en H samenvallen , d. i. tot een gelijkzijdigen driehoek. Wer- 
kelijk volgt uit de eenvoudige meetkundige betrekking hoek 
HAO = ± i (hoek ABC - hoek AOB) de gelijkheid der 
hoeken B en C als A oneiadi;jj vor ligt en worden de drie 
hoeken dus gelijk bevonden als A, B, O alle drie op ge- 
legen zyn. Als A zich in een gegeven richting in het oneiu- 
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dige verwijdert, zullen B en C dit dus doen in richtingen, 
die mot de gegevene hoeken van 120° maken. Hiervaa Btrekkeu 
de asymptoten der hyperbool tot voorbeeld. 

8. Rechthoekige driehoeken. In een rechtbockigen 
driehoek is het hoekpunt van den rechten hoek tevens het 
hoogtepunt H en ligt O op hot midden der hypotenusa. Yalt 
A met TT samen , diui treedt er echter onbepaaldheid ia met 
betrekldng tot de richting van AU en kan men elke rechte 
door O dus als a aannemen; de uiteinden van een willekeurige 
middellijn des uit O met OH tot straal beschreven cirkels 
kunnen dus als de twee overeenkomstige punten B» elke twee 
in A loodrecht op elkaar staande rechten kunnen als de twee 
overeenkomstige rechten h fungeeren. 

We hebben in het punt H met een fundamentaalpunt der 
transformaties [A, ff], [A , h]^ [A, B] te doen. In [A , o] is 
H een fundamentaalpunt van de eerste orde van het „punten- 
veld" A en O de overeenkomstige fundamentaalomhullende 
Yan het ^atralenveld" a. In [A , is H een fundamentaalpunt 
van de eerste orde van het puntenveld A en tevens de overeen- 
komstige omhullende van het stralenveld h. In [A, B] is H 
een fundamentaalpunt van de tweede orde van het puntenyeld 
A en de uit O met OH tot fitraal beschreyen cirkel de over' 
eenkomstige meetkundige plaats van het puntenveld B. 

c. Half afgeplatte driehoeken. Uit de algemeene 
betrekking AH = 2 dA» volgt, dat A dan alleen op a komt 
liggen, als de loodlgn HA, uit H op a gelgk en tegengesteld 
is aan het dubbel Tan OA» en a den afstand OH dus in reden 
▼an één tot twee verdeelt, d. i. als a door O gaat. Dus is elke 
lijn a door G (6g. 70) zgde van een driehoek met drie op een 
zelfde rechte gelegen hoekpunten. Daarbg zijn B en O de snijpun- 
ten van den uit O met OA, = OA tot straal beschreven cirkel 
(O , OA) en valt dus een dier snijpunten met A samen. Anders 
gezegd, de bij a behoorende jdriehoek ABC is niet een afge- 
platte driehoek, waarvan de drie hoekpunten versehillêndê 
punten eener zelfde rechte zgn, doch een half-afgeplatte driehoek, 
waarvoor A met B, a met 6 samenvalt, doch de verbindingslijn 
e = (AB) en het snijpunt 0 = (ab) van a = h en A = B ver- 
Bchillen. Hieruit volgt dan tevens* dat e van [n, B], [a, 6] 
en O van [A, [A, B] vertakkingselement, a =ib van [a, b] 
en A = B van [A , B] dubhelelement is. 



Digitized by Google 



278 WISKUNDIGE 

Als <i -= h om G draait, doorloopt A = B den op GH als 
middellijn beschreven cirkel (GHl. Wijl CG = 2GA is, 
beschrijft C den op GH' als middelljjn beschreven cirkel (GH'). 
waarbij OH' = HO genomen is. Wijl A en B beide op den 
omgeschreven cirkel (O, GA) liggen, omhult c do boven reeds 
gevonden hyperbool A*, die O tot een der brandpunten en 
(GH) tot bij dit punt behoorendo voetpuntskromme heeft, 

In de tripelinvolutie {A. B, C) vormt cirkel (GH') de „grens- 
kromme" en cirkel (GH) de „duhbelkromme" ; in de tripel- 
involutie ('I, /> , r) spelen de omhullenden en (ï de overeen- 
komstige rollen. Hiermee wordt uitgedrukt, dat de punten B, 
die bij een gegeven punt A behooren, bestaanbaar zijn , samen- 
vallen of onbestaanbaar zijn, naarmate A buiten, op, of binnen 
den cirkel (GH') ligt, en de rechten A, die bij oen gegeven 
a behooren, in die toestanden verkeoren, naarmate o de hyper- 
bool snijdt in twee bestaanbare, twee samenvallende, of 
twee onbestaanbare punten. 

B. We bereiden de studie der verschillende in hot vraag- 
stuk voorkomende transformaties verder voor door de afleiding 
van een volledig stel van transformatie-formules. Daartoe nemen 
we het punt O (fig. 69) tot oorsprong, de lijn OH tot positieve 
a:-as van een rechthoekig coördinatenstelsel aan en stellen we de 
puntcoördinaten van A on een tweede hoekpunt door (ar, , //,) 
en (a^a, y.j), do vergelijkingen der overstaande zijden door 
"i^ + ''ly 4- 1 = O en X -f -f 1 = O en dus de lijncoör- 
dinaten van de/e door , »,) en («2, voor. Verder wijzen 
we door // de lengte van OH aan. 

Is »*|X /•,ƒ/ -|- l = O de vergelijking van a en |}^c — M|»/ = O 

duB die van 0A«, dan zijn - — - — 1, - decoördi- 

"1 -f "1 4 '"i 

nnten van A„, en gelden dus krachtens de betrekking 
AH = 20 H» de vergelijkingen 

X, — » = — 5, jfi = —5- i ...... 1). 

Vorder is 

A.B' = 0A> - ÜA.» = (/. + + - 
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Stellen wij kortheidshalve de grootheid tussoheu accolades 
door Yoor, dan ia dus 



waarbg aan S = p,»)-!- 4A«, + 3 het dubbele teeken 

moet worden toegekend. 
De Yergeljjking der verbindiogslijn van (a:, , y,) en (a? , ya) ia 

- A(w,»H-i>,»)- 3ii, +i»,8 — 3p, — «,8 ' 

of 

— (3i> , + », S)« + J A + + 3» , — f» , 8| y + Al», + (*«, + 2)8 =0. 

Hieruit volgt 

ii^,-l-(A*,+2)8* ' V Ar, 4- (Aw, 4- 2) 8 * ^ ^* 

Hiermee zijn de verschillende coördinatcnparcn uitgedrukt 
. in (f , , »,) ; blijft dus over ze uit te drukken in (j^i , y,). 
Door omkeering van 1) vindt men onmiddellijk 



2 (ar, - h) 2y, 



Verder geeft inToering dezer waarden in 8) 



3yi -f (ar, -MT ^ Sar, — A - ytT 

waarbij 8» = Ov,'-* + 4/n/, + 3 in 

- («,-A)«+y,' 

oyergegaan is. 
Eindelijk geeft invoering der waarden 1') in 2) • 

= - i 1 ^. - ^* - y . T i , y, = - i Ijr, 4- (o?! - >4) T I . . 30. 

In deze zes paren Tan transformatie-formules, waarvan de 
afleiding ten deele geput is uit een schrijven van den heer V. 
RfiTAiii uit Milaan, is de geheele stelkundige oplossing van 
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het vraagstuk bogrepen. In de aangegeven volgorde beant- 
woorden ze aan de transformaties [0 , A], [ti , B] , [^/, ^j] cn 
[A, «], fA , , | A, !■>]. Dus zijn 1) en 1') eikaars omkee- 
ringen en worden 2) en 2') dit als men in een der beide paren 
de indices verwisselt. de bij de symmetrische transformaties 
beboerende formules 3) en 3') zijn elk voor zich met index- 
verwisseling omkeeringeu van zich zelve. 

Uit de formule 2') volgt, dat de twee rechten ("2, fj) samen 
vallen, als T = O, of T = 00 is. De eerste onderstelling levert 
ons weer de half-afgeplatte driehoeken ; want de vergelijking 
3 (x^ 4- y2) ^2Ax — h^ = 0 stelt den cirkel (GH') voor. De tweede 
onderstelling geeft (j; — + = O , d. i. de puntcirkel H. 
We vermelden dit hier uitdrukkelijk, omdat de meetkundige 
plaats der vertakkingselementen van [A , h] boven onvolledig 
is aangegeven en met den puntcirkel 11 moet worden aange- 
vuld. Deze kennis zal ons bij de behandeling der transformatie 
[A, b\ te stade komen. 

4. Verwantschap [o, A|. Meetkundig beschouwen we 
de transformatie [a, A] als de opeenvolging der beide trans* 
formaties [a, A„,] en [A„, A], wat we uitdrukken door de 
symbolische vergelijking [a, A„] x [A„,, A] = [a , A]. Naast 
deze staat dan omgekeerd [A, Am] x [A„, a] = [A, «]. 

Omtrent [A„, A] en [A , A^] merken we alleen op, dat de 
drie op een zelfde rechte liggende punten A, G, A„. door de 
betrekking AG = 2GA,„ verbonden zijn en in do terminologie 
van de meetkunde van den driehoek A„, het complementaire 
punt van A en A het anticomplementairo punt van Aw is met 
betrekking tot G. De door A„, en A doorloopen figuren zijn 
diiB gelijkvorinig en bij tegenoverstand gelijkstandig; het ge- 
meenschappelijk zwaartepunt G is gelijkvormigheidspunt. 

Omhttlt a een gegeven kromme S, dan doorloopt A^ de 
Yoetpuntakromme van 2 met betrekking tot O. Dus is A..] 
een kwadratieche recïproke transformatie, waarvan en de 
naar do onbestaanbare drkelpuoten I en J gerichte isotrope 
reebten 01 en OJ door O de drie fnndamentaalstralen zijn , 
met welke deze zelfde reehten /«, , 01, OJ als fundamentaal- 
krommen overeenkomen. 

Doorloopt Am een gegeven kromme K, dan ombnit a de 
negatieve ▼oetpuntskromroe van K met betrekking tot O. Dus 
18 [A», u] een kwadimtisohe iwdproke transformatie met de 
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fvDdamentaalpuDteii O, 1, J, met welke deze zelfde punten 
als fundameDtaalomhullenden overeenkomen. 
Door vereeniging der uitkomsten blijkt dus het volgende : 
Van de transformatie A] zijn , 01, OJ de furidamen- 
taalstralen en , Hl, HJ achtereenvolgens de fundamentaal- 
krommen ; van de transformatie [A , u] zijn H , I , J de funda- 
meotaalpunten en O, I, J de overeenkomstige fundameutaal- 
omhullenden. 

Als a een kromme S omhult, doorloopt A de kromme K, 
die men verkrijgt door de G^yoerstralen van de voetpuntskromme 
yan 2 ten opzichte van O roet minna twee te vermenigvuldigen. 

Als A een kromme E doorloopt, omhult a de voetpunts- 
kromme 2 voor O van de kromme, die men verkrijgt door 
de G-voerstralen van K door nrinns twee te deelen. 

Dit alles en nog veel meer volgt ook uit de eenvoudige 
transformatie-fonnnles 1) en V). 

We vermelden nog slechts enkele liekende gevallen, die 
soowel meetkundig als stelkundig gemakkelijk bewezen worden. 

Als a om bet punt P draait, doorloopt A den op HP' als 
middellijn beschreven cirkel (HP'), waarvan het diametraal 
tegenover H gelegen punt F door de voorwaarde HP'»2P0 
tusschen gerichte lijnen bepaald wordt. Zoo komt met het net 
der punten P van het stralenveld het net der cirkels (HF) 
van het puntenveld overeen. 

Als A een rechte / doorloopt, omhult a de parabool, die 
O tot brandpunt en de aan de andere aifde van G op den 
halven afstand evenwijdig aan / getrokken Ijjn tot topraaklijn 
heeft. Zoo komt met het net der rechten l van het puntenveld 
het net der parabolen mot O tot brandpunt in het stralenveld 
overeen. 

Doorloopt A een cirkel (O, OA), dan omhult o een kegelsnee, 
die O en H tot brandpunten heelt en waarvan de cirkel 
(O, OA) de bg H behoorende richtcirkel is, ens 

5. Yerwantsohap [A, B]. Is A gegeven en a hieruit 
afgeleid, dan is B een der twee sngpunten van a met den 
cirkel (O, OA). We leiden hieruit de fündamentaalpunten der 
transformatie af. 

Dat met een gegeven punt A een oneindig aantal punten 
B overeenstemt, kan twee verschillende oorzaken hebben. 
Eerstens kan bg het aannemen van A het overstaande element 
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a reeds onbepaald worden en dan heeft men met een der fhn- 
damentaalpnnten H, I, J Tan [A, o] te doen. Maar ook ala 
a bepaald blijft, kan B onbepaald worden, door dat a deel van 
eirkel (O, OA) uitmaakt. Dit laatste gebeurt werkelgk als A 
in een der beide zoogenaamde „antipunten" yan O en H ligt 
en dtts met Hj - (Hl, OJ) of met Ej = (HJ, 01) samenTalt. 
Das vinden we ygf fnndamentaalpunten H, T, J, Hf. Tf^. De 
fiindamentaalkromme van H is de cirkel (O, OH); ract I, J, H„ H; 
komen achtereenTolgens de punten der rechten Hl, HJ, 01, OJ 
overeen. Alleen H is dus een fuodamentaalpunt van de tweede 
orde. 

Het bovenstaande wordt ook gemakkelgk uit 3') afgeleid. 
In plaats van dit nader aan te wgzen bepalen we met behulp 
van deze formules de vertakkingspnnten en de dubbelpunten. 

Willen de beide punten (a^, samenvallen, dan moet 
T = O sgn. Dus h ^■^2hx'~ O de meetkundige 

plaats der vertakkingspunten. In den vorm + jf*=- ffk)* 
herkent men hierin den cirkel (OHO* 

Stelt men in B*) voor (^i , yt) en ^j) beide (f y) in de 
plaats , dan vindt men 8(0:' + — 4ix h* ^ O of 

- |A)* + y> » d. i. de cirkel (GH), voor de meet- 

kundige plaata der dubbelpunten. 

We sgn thans in staat meetkundig alle bijaonderheden te 
bepalen van de kromme 6a, die het punteopaar B beschrgft 
als A een gegeven rechte p doorloopt. Natuurlgk beginnen 
we met de bepaling van den graad. 

We vinden, dat p vier punten met B^ gemeen heeft. Want 
er agn slechts twee mogelfjkheden : 6f het op p gelegen punt 
B valt met het aangenomen punt A samen en dan is het een 
der beide snijpunten van p met de dubbelkromme (GH), bt 
het op p gelegen punt B verschilt van het aangenomen punt 
A en dan is het een der beide hoekpunten Q, R van den driehoek 
PQR, waarvan p de zijde QR is. 

Wat omtrent de fundamentaalpunten gevonden is, leidt tot 
hetzelfde resultaat. Uit de snijpunten van p met de fundamen- 
taalkrommen blgkt, dat 6^ in H een dubbelpunt heeft met 
loodrecht op de rechten van O naar de snijpunten van p met 
(O, OH) gerichte dubbelpuntsraakijjnen , dat zij eenmaal door 
I , J , H. , Tij gaat en in I cn J door 01 en OJ wordt aange- 
raakt. Ter verklaring van de laatste aanraking zal het voldoende 
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7.\\n op te merken , dat de (tree punten B met I samenvallen 
als A het snijpunt is van p met Hl, enz. Zoeken we nu de 
snijpunten met fy. , dan vinden we vier punten, nl. I, J en de 
heide oneindig ver gelegen punten, die met het oneindig ver 
gelegen punt van p een gelijkzijdigen driehoek vormen. Voor 
Hl en H.T vinden we ook vier snijpunten, nl. (2H, I, Hi) 
en (2H , J , Uj). Eveneens voor 01 en O.T , nl. (21, H,, P.) en 
(2J, Hi, P,), waarin Pi en P, punten B zijn, die met de snij- 
punten A van 01 en OJ niet ;* overeenstemmen , enz. 

Ook het aantal punten gemeen aan de krommen en B'a, 
die bij p en ;>' behooren, is in overeenstemming met het ge- 
vondene. Zijn B, , Rj, B3 , B, de snijpunten van p met B'a en 
B',, B'j, B'3, B'4 de overeenkomstige snijpunten van 7/ met B^ , 
dan zijn de zestien snijpunten van Ba en B'^ het punt A viermaal 
geteld, de punten I en J elk tweemaal geteld , de punten H, en H, , 
de punten B", , B",, B",, B^ die met (B,B',) , (B,B',) , (BsB'.-,), 
(B4B^) vier driehoeken uit het stelsel vormen en de beide 
punten B, die bij het snijpunt A van p en p' behooren. 

De bij /) beboerende kromme Ba heeft behalve in H een 
dubbelpunt in bet punt P, dat het overstaande hoekpunt is 
van p in den driehoek ABC met p tot zijde. Buiten en behalve 
deze punten H en P kan de kromme geen veelvoudig punt 
hebben. Hebben », w, c/, / , A-, de gewone beteckenis van 
graad, klasse, aantallen van dubbelpunten, dubbelraaklijnen , 
keerpunten en buigpunten, dan is in het algemeen « = 4, 
d = 2. Ar = O en hieruit volgt « = 8, t = S, ft = 12. Hierdoor 
is de kromme Ba van het eerste geslacht volkomen gekenmerkt. 
Heeft p een bijzonderen stand, dan kunnen krommen Ba met 
andere kenmerkende getallen voorkomen. Zoo wordt H een 
keerpunt als p den cirkel (O, 0H> aanraakt en gebeurt het- 
zelfde roet F als p dit de hyperbool h* doet. Dus komen er 
twee reeksen van krommen Ba met de kenmerken » = 4, 
rfssrl, *=:1 en m = 7, < = 4, fc=slO voor; ook deze krom- 
men sijn van het geslacht een. Natnurlijk verlaagt Ba haar 
graad, als p door een der vjff fUndamentaalpnnten der ver» 
wantachap gaat, enz. 

Invoeging der waarden S') van % en y« in + my + 1 = O 
geeft Toor de vergelijking der bij deze reehte behomnde 
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Hieruit volgt ook, dat van den vierden graad is en be- 
halve in H in het snijpuut der rechten 

J (« ~ + — 2 = 0, i^ = m(»-*) 

een dubbelpunt heeft. Yoor de coördinaten van dit laatste 

21 2m 

punt vindt men h -f ; , ; TolffeDS 1) is dit werkelijk 

bet boTen gevonden punt P, dat een driehoek ABC bepaalt, 
waarvan de gegeven rechte de overstaande zijde is. 
De termen van den vierden graad zijn 

+ + myy - 3 (/^ - mx) i\ 

Werkelgk volgt uit (Ijp + wj/f - 3 (/y — mxy=0 voor 'jf-Z^ 

de waarde ±: ^ VS, waaruit blijkt, dat de beide niet met I 
en J samenvallende oneindig verre punten der kromme geken* ' 
merkt zjn door richtingen, die met de gegevene richting hoeken 
van 120** bepalen. 

6. In het voorgaande is de transformatie [A , a] beschouwd 
als het produet der transformaties [A, AJ en [A», a]. Een 
dergelifke handelwijs kan ons dienen bij het herleiden der thans 
nog te behandelen transibimaties tot de reeds besprokenen. 
We hebben nl. 

[A, 6] = [A, B] X [B, 6] , [«,B] =: [a,A]x[A,B], 
[a,/.] = [«, A] X [A,B] X [B,*], 

of meer uitgewerkt 

[A, 6] = [A, B] X [B, B J X [B«, [a, B] = [a, A J X [A», A] X [A, B], 
[a, 6] = [a, A«] X [A«, A] X [A, B] X [B, BJ X [B«, if]. 

Om niet to nitvoerit^ te worden — en do door de onbestaan- 
bare cirkelpunten viToorzaakte <'ornj)li( atic^s te vermijden — 
geven we er do voorkeur aan do verwjjntschap |'(, /<] en de 
tranHformatioR [A,-'], [" » ï^] ^^P zelve te behandelen met 
b<>hiilp van oorivoiidige meetkundige beschouvriDgon en van 
de transformatie- formules. 

7. Verwantschap ['',^]. We zoeken weer de kromme 
dat omhuld wordt door de twee overeenkomstige rechten 

ala a draait om een gegeven punt P. 

Uit P zijn drie raaklijnen aan b„ te trokken. Want er zijn 
slechts tviee mogelijkheden : óf de door P gaande rechte b valt 
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met de ;i<aTigcnomcn rechte a samen en dit gebeurt alleen voor 
de rechte i*G , óf de door P gaande rechte 6 verschilt van de 
aangenomen rechte a en dan is ze een der beide door P gaande 
zijden van den driehoek uit het stelsel die 1' tot een der hoek- 
punten heeft. Dus is b» een kromme van de derde klasse, die de 
overstaande zijde p van den zooeven aangewezen driehoek tot 
dubbelraaklijn heeft. Voor deze kromme vinden we w = 3, 
t = l y 6 = O en dus ook n = 4, rf = O, k = S\ zij is van het 
geslacht nul. Ligt het punt P op den cirkel (OH'), dan wordt 
p een buigraaklijn van en heeft deze kromme dus de ken- 
merken m = 3, ^ = 0,^=1 en n = 3,f/ = 0,fc=l. 

We bevestigen deze uitkomst door de formules 3). Invoering 
der uitdrukkingen voor Mj en t'2 in Af/2 1- /nv^ -{-1=0 geeft 

wat een kromme van de vierde klasse voorstelt, die de beide 
raaklijneD uit het punt Au -f /^i? = A» -f 2 aan de parabool 
/ih {u'' -i- o"^) -f (h - 3A) 0 •{- = O tot dubbelraaklynen heeft. 
Deze beide raaklijnen zijn 

Be eente is Tolgeaa de formules 1') de rechte p , die de over- 
staande egde - vormt van P in den driehoek ABC met P tot 
hoekpunt; de tweede is de rechte PG. 

Deie uitkomst kan alleen met het meetkundig gevondene 
in overeenstemming gebracht worden, indien de vergelijking 
zich splitst in een kubisohe en een lineaire vergelijking. Sn 
dan moet, wijl PG als dubbelraaklijn optreedt, de lineaire 
foctor met een punt van P0 in verband staan. Dus ligt de 
onderstelling voor de hand» dat 6f P óf G dit punt zgn zal en 
de lineaire fisustor dus df door \u -\- fxo -\- \ bi door Au + 3 wordt 
vastgesteld. Werkelgk blijkt de vergelijking deelbaar te zijn 
door Au + 3. Want schrijven we ze in de gedaante 

\fM (hu + 3) + + A — 3A) pp = 
= {Att + /»i>.f l~(Aii + 3)j* {(Aii + l)(A« + 3) + AV(, 

dan blijven er na weglating van de termen , die Att 4- 3 reeds 
als factor bevatten , aan weerskanten de termen (jihv + ^ — 3A)V 
en (Atf + /if+l)AV over, waarvan het verschil door Ah + 8 
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deelbaar is. Gemakkelijk blijkt trouwens , dat de formules 3) 
onbepaalde waardnn van w, en i', opleveren , als w, en », de 
coördinaten zijn van een willekeurige rechte PG door G j want 
dau wordt S = ±: Ap, , enz. 

Uit de gevondene vergelijking — en het is niet noodig deze 
daartoe vooraf van den overtolligen factor hu -\- 3 te ontdoeu — 
leiden we nog af, dat alle krommen ha eikaar in de punten 
H, en Hj langs de rechten OH, en OHj aanraken en deze 
lijnen dubbel geteld dus de fundamentaalelementen zijn van 
verwantschap. We zoeken daartoe de raaklijnen uit O met de 
raakpunten, even als in het coördinatenstelsel {x^y) de snij- 
punten met /«> en de raaklijnen, d. w. z. de asymptoten. Zoo 
vinden we uit de termen van den vierden graad 

(«' + v^) lA*' («* + v^) — (Att + fiv - huy] 
eerst, dat de gemeenschappelijke raaklgnen uit den factor 
-\- afkomstig zijn en dus de richtingscoëfficiënten ^ i moeten 
hebben, wat te verwachten was. £n verder vinden we langs 
den bekenden weg voor u en v oneindig 

Lim. (tl ±. iv) 



-lim. 



L"X«*' + — 1(A — A) M + (u zf: iv) 



2 h ih 

waaruit u ±l tv-{-'z' = Oof--u±. — v-\-l = 0 voor de ver- 

h 2 2 

gelgkingen der raakpunten gevonden wordt Dub hebben deae 

punten de coördinaten , '^j en d. w. z. ze vallen 

met H, en H, samen. 

We kuüiieu thans de negen gemeenschappelijke raaklijnen 
van de twee bij P en P' behoorende krommen ha en 0\ aan- 
wijzen. Zijn r, , rg, r, de drie raaklijnen uit P aan />'«, 
'*'m ^'ii '■'s de overeenkomstige raaklijnen nit P' aan h„ en 
r/', r^'j r," de rechten die met (r,, r',), {r^, r\)y (/-g, r'^) driehoe- 
ken uit het stelsel vormen , dan zijn de negen gemeenschappelijke 
raaklijnen 01 en OJ dubbel geteld, r'\ , r"^, r'\ en de beide 
rechten 6, die bij de als a beschouwde verbindiugslijn PP' 
behooren. 

8. Transformatie [A, b]. Doorloopt A de rechte p , dan 
omholl 2» een zekere kromme 6^.^ waaraan door een willekeurig 



Digitized by Google 



OPGAVEN. N«. 145. 



287 



op p gekozen punt Q twee van j[) verschillende raaklijnen gaan. 
Dus zal de klasse van bepaald zijn, zoodra we weten, hoe 
dikwijls het bij het doorloopen van p door A gebeurt , dat een 
der beide overftenkoiuHtige rechten h met p samenvalt. Dit 
gebeurt als A een der beide op p gelegen hoekpunten is van 
den driehoek uit het stelsel, waarvan p zijde is. Dus is bt, 
een kromme van de vierde klasse. 

De kromme O,, heeft p tot dubbelraaklijn en wel tot dubbel- 
raaklijn met bestaanbare, samenvallende of onbestaanbare 
raukputiteii , naarmate p de hyperbool snijdt, raakt of niet 
snijdt. Verder is een dubbelraaklijn met bestaanbare raak- 
punten, gelegen in richtingen, die met p hoeken van 30° 
vormen. Wijl verder geen dubbelraaklijnen of buigpunten 
hebben kan , vinden we m = 4 , t = 2 , h - O en « = 8, = 8, 
iè ï:= 12 voor het algemeene en w = 4 , / = 1 , = 1 en « = 7, 
d = 4j A; = 10 voor het bijzondere geval. 

We bevestigen deze uitkomst weer door de formules 2). 
Invoering der waarden van en y.^ in /a; -|- »»y -f- 1 = O geeft 

{»> + 9* ^ (lu 4. m») J« — (Ip - WW)* (u* + 1»») 4- 4A« + 3| = 0. 

Dus is de omhullende van de vierde klasse en heeft zij de 
beide raaklijnen uit het punt Iv — mu — 0 aan de parabool 
ir* ^- t>* = lu -\- mv tot dubbelraaklijnen. Deze rechten zyo 
ti = 0, V = O en u = ly P = m, dus en p. 

De termen (lu 4- tnv^ — 3(lv — muy doen zien , dat de raak- 
punten met in richtingen gelegen zijn, die met de richting 
van p boeken van 80® bepalen. 

We wijzen verder stelkundig nog aan, dat de kromme 6a 
met en p werkel^k acht punten gemeen heeft. 

Voor voeren we dus de substittttie u=sqps=0 nit, wat 
de tweedemaohtsvergelijking 

oplevert; dit ie in overeenstemming hiermee, dat door een wil- 
lekeurig punt Q der dubbelraaklijn twee van verschil- 
lende raaklijnen te trekken sgn. 
Bangachikken we naar p, dan wordt se 

(f*+ 1) J^^+l — h\l - mgfi — 2 + «•) l)-^2h^i - mgYl v 

+ ('2 + m)* — 3 (/ - mqf = 0. 
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Het nulstellen van den bekenden term levert weer de raak- 
punten der dubbelraaklijn op, terwijl de voorwaarde 

1) («»+ 1 - - K'J - «)« + 3(/ - 

= |(/^ + 1) -f- 2hq {l — mqf]\ 

waaronder de twee wortels t gelijk zijn, punten van ly^ doet 
kennen, voor welke de twee van /^c verschillende raaklijnen 
samenvallen. Na deeling door (/ — tn^y, welke factor de 
dubbelraaklijn p oplevert, vinden we 

Deze TierdemachtBvergelilkijig levert de vier pnnten op, welke 
buiten de makpunten met //a gemeen heeft. 

Voor p maken we gebruik van de substitutie u — ^ ^ > 

° + 1 

waardoor een vierdemachtsTergelgking m v ontstaat, die door 
{p — mf deelbaar ie , wgl p tweemaal voorkomt onder de vier 
raaklynen door een willekeurig punt Q van p, Nulstelling van 
den bekoDden term levert dan de twee waarden van y voor 
de beide raakpunten. En uit de voorwaarde van twee gelyke 
wortels Vj die in y van den vierden graad wordt, bljkt dan, 
dat de sngpnnten van p met K tevens de sngpunten van p 
met den drkel (OHO en den punteirkel (H) zijn. Zooals in 
art. 8 aan het slot werd opgemerkt, maakt de punteirkel (H) 
werkeljjk deel uit van de meetkundige plaats der vertakkings- 
punten A van [A, 6J. Ten einde de lange berekeningen te ver- 
myden , werken we het bovenstaande slechts voor het bijzondere 
geval uit, waarin p loodrecht staat op OH en m dus nul is. 
In deze onderstelling gaat de vergelijking 

(u^ -4_ — luf = Vv^ \h' {u^ + w') -f ^hu 4- 3( 
door de substitutie u = l {vy \) in de tweedemachtsver- 
gelijking 

in V over, die bij rangschikking naar v de gedaante 

aanneemt. Stellen we eenvoudigheidshalve ^'+1=«, dan 
wordt de voorwaarde van gelijke wortels door de betrekking 

z{z- hH') \z — {hl r 2f\ = {^z — i){z- hl [hl + 2)p , 

of 

3«»+ 2kl {hl + 2) « - hH^{hl + 2f = O 
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aangegOTOn. Dus vinden we 
of 

Wgl nu lx -^1=0 de Tergelgking is van j» , geeft inToeging 

van X voor — i de vergelijkingen 

(ir-f ^/O^ -1-3,2 = (SA)i , (a:-/0^4-y» = O 

der meetkundige plaatsen van de snijpunten van p en ó^^ bij 
evenwijdige verplaatsing van p Hierin herkent men den 
cirkel (GH') on den puntcirkel (H). 

Uit de vergelijking der krommen volgt onmiddellijk, dat allo 
krommen 6^ de rechten 01, ()J , 111, HJ tot gemeenschap- 
pelijke raaklijnen hebben en bovendien de raakpunten op 01, 
O.T steeds weer de onbestaanbare cirkelpunten zijn. Dus heeft 
de verwantschap [«, zes fundamentaalelementen. 

We zijn thans weer in staat de zestien gemeenschappelijke 
raaklijnen van de bij p en ;/ behoorende krommen /^^ en h\ 
op te geven. Duiden we de vier snijpunten van p met de bij 
ƒ/ behoorende kromme B'^ door P,, P ,. P^ , P^, de vier over- 
eenkomstige snijpunten van j>' met de bij p behoorende kroaiiue 
door P', , P'2, P'3, P'4 en de verbindingslijnen P,P', , P,P'.,, 
P^P'^ , P4p'4 door , p.^ , p^, p^ aan, dan bestaan deze 
zestien gemeenschappelijke elementen uit viermaal, 01 en 
OJ tweemaal en nog acht raaklijnen eenmaal geteld; deze 
acht raaklijnen zijn Hl, HJ , p^ , p.^^ P^^ Pi '^c beide rech- 
ten b, die bij het snijpunt A van p en p' beliooren. 

9. Transformatie [a, B]. Omhult o het punt P, dan 
doorloopt het puntenpaar B een kromme van den vierden graad. 
Want op iedere rechte q door F liggen twee van P verschil- 
lende punten der kromme en P is dubbelpunt, wijl een dezer 
in het algemeen van P Terachillende punten voor twee standen 
▼an q met P samenyalt, nl. voor de door F gaande zjjden van 
den driehoek A6C| waarvan P een der hoekpunten is. 

Invoering der waarden van ti, en uit 2^) in Xm^ -i- /xt', + 1 = O 
geeft 

13 (/ua? - Xy) + A (y - [{x - hr + 

= — /O - A) + y (y — fi)Y [3 {x' + 2hx - h^] 
Wint. Opo., Dl. VI. 19 
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en dus schgnbaar een kromme yan den zesden graad. Wgl 
en nit 2') onbepaalde waarden aannemen Toor de punten 
(^1} Vt) cirkel (OH), is hel te yerwachtcn dat 

{se — ^hy + y* — i^* bovenstaande vergelijking als 
overtollige factor optreedt. Werkelijk geeft deeling der yer- 
gelgking door 3 [(« - + — ih^] de nitkomst 
(«• -h y») I - X)» + (y-^)' \ = (*-A)«+ 1%-/»)+ 2Ctt»-Xy) I ». 
Deze vergelijking stelt een rationale kromme van den vier- 
den graad toot, die de onbestaanbare eirkelpanten en het punt 
(X, fi) tot dubbelpunten heeft. 

De laatste yergelijking wordt ook als Tolgt verkregen. Heeft 
q tot Tergelijking «a; + oy + 1 = O, waarbg de voorwaarde 
Al» + fi9 + 1 SS O uitdrukt, dat q door P gaat, dan zfjn 

2ihu + l)v 



+ ' ' + 

de coördinaten van het met H ten opzichte van q symmetrisch 
gelegen punt H« en ia 

«■ + y* « — i 

-\- 

dus de vergelgking van den omgeschreven cirkel. Ëlimineeren 
we « en V uit deze vergelijking en de vergelijkingen 

ux vy -\- 1 = 0^ Xa;4-/u^-{-l=0, dan wordt de boven ge- 
gevene vergelijking van den vierden graad zonder overtolligen 
factor onmiddellijk gevonden. 

Het punt P is knooppunt, kcorpiint of geïsoleerd punt , naar 
mate het buiten , op , of binnen den cirkel (GH') ligt. In het 
eerste en derde geval heeft de kromme Ba de kenmerken 
n = 4, d — S, k = O, m = 6, t = 4, 6 = 6; in het geval van 
het keerpunt vindt men echter »=4, d .= 2^ k =s 1^ m = 
t = 2, 6 = 4. 

De zestien gemeenschappelijke punten van de bij J' en F' 
bohoorende krommen B„ en B'a zijn weer gemakkelijk gevonden. 
^Ü'^ Pi? Pil Pd raaklijnen uit P aan de bij P' behoorende 
kromme b'„, evenzoo p\, p\ de overeenkomatige raaklijnen 
uit P' aan de bij P behoorende kromme ba en P,, P^, Pg de 
snijpunten van (/?,, ;/,), (/>.^, p\), (p.,, p' j), dan zijn de zestien 
bedoelde punten I en J elk viermaal geteld en H„ , H^, H, , 
F, , P.^, P3 met de twee punten B, die bij de verbindingslijn 
a van P en P' behooren. 
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Vraagstuk CXLVI. 

Gegeven een bundel kegels&eden. Door een basispunt A trekt 

men een snijlijn / en aan elke kegelsnee in het tweede snijpunt 
met deze snijlijn een raaklijn. Te bewijzen , dat al deze raaklijnen 
een kegelsnee omhullen , en de karakteristieke grootheden aan te 
g^even voor de reeks der aldus omhullende kegelsneden , die bij de • 
verschillende lijnen / door A behooren. (J. Neuberg.) 

Opgelost door W. Bouwman, J. Neubero m H. de Vries. 

Oplossing van J. Nevbero. 

Zijn A, B, C, D de basispunten des bundels en l en i' twee 
willekeurige lijnen door A, dan zullen do kegelsneden K des 
bundels op / en /' twee projectieve puntreeksen (P) en (P') 
afteekeneu. De omhullende der verbindingslijn PP' is dus een 
kegclsncc L, die / en l' aanraakt; deze kcgelsnee L raakt 
ook de zijden 01), DB, BC van driehoek BCD aan; want als 
K zich splitst in de rechten AB en CD , dan is jOD te?eo8 de 
verbindingslijn PP', enz. 

Valt nu /' met / samen , dan worden de verbindingslijnen 
PP' raaklijnen aan de kegelsneden K in de tweede snijpunten 
met / en wordt L dus de kegelsneo van het vraagstuk; deze 
kegelsnee raakt / dan in A aan. Bij draaiing van / om A 
zal L steeds door A blijven gaan en de drie lijnen CD , DB, BC 
blijven aanraken. 

Van dit stelsel zijn, zooals men weet (zie Clebsch-Linde- 
MANN, Vorlesungen Hhêr Cfmmeirie I, 393), de karakteris- 
tieken (4 , 2) , d. w. z. van de kegelsneden L gaan er vier 
door een gegeven punt en raken er twee een gegeven Ign aan. 

Vraagstuk CXLVII. 

De omhullende der pooUijnen van de punten P eener rechte / 
met betrekking tot een stelkundige kromme C" van den graad n 
is een kromme K van den graad 2 (« — 2) en de klasse « — i. 
Deze kromme bezit in het algemeen geen buigpunten. Zij raakt 
elk der raaklijnen /, , , . . . . /», in de snijpunten T, , Tj , . . . 
van / met C" aan C" getrokken , in de punten P, , P^, . . . . P^, 
waarvoor Pi het harmonisch middelpunt is van met betrekking 
tot de n — i punten , waarin de overige raaklijnen / snijdt. Men 
vraagt dit te bewijzen. (M. d*0ca6NE.) 

Opgelost W. Bouwman en M. d'Ocagne. 

19* 
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OploBBiDg van W. Bouwvav. 

We gebruiken homogene coördinaten en stellen door — 0 
de gegeven kromme C»* voor, terwijl de gegeven rechte / de 
punten 1/ en z verbinden mag. De poollijn van een ])unt P 
van / met betrekking tot C" is dan door de vergelijking 
(Oy -f Xa^)"-'^ = O voor te stellen. 

Beschouwt men in deze vergelijking x gegeven , dan bepaalt 
zij, wijl zij van den n — graad is in A, ook « — 1 door dit 
punt X gaande pooilijneD. Dus is de omhullende K van de 
klasse n — 1. 

Om den graad van K te vinden bepalen we haar vergelij- 
king door A te elimineeren tusschen 

(oy + 0* = O , (ö, -t- Aa,)«-3 ö, a, =: O, 

of tUBBchen 

(a, -h Aa,)*-* <yï, = 0 , (oy + Xa,)"-* a« s 0. 

De multant deser Tergelgkiitgen \a in de coSffioiëuteD van 
ieder Tan beide van den graad n — 2 en daar deze eoefficiënten 
de coordiaaten rr, , ar^ , tot de eerste macht beratten , is K 
van den 2(n-2)'*"" graad. 

De kromme K iB rationaal, wgl haar raakignen één aan 
één overeenkomen mot de ponten van de rechte /. We heb- 
ben duB volgens de formuleB van Plückbr 
graad = m (w- 1) — 2t— 36, geslacht = | (•»»— 1) - 2)— /— ^ , 
en wijl graad = n — 1 , geslacht =? O en klasse m = 2(w — 2) is, 
2/ + 3* ^ (n-2) (n— 3) , 2i + 26 = («—2) («— 3) 

en duB door aftrekking 6^0. 

Volgens de stelling van Maci«aubin (Crbmona — Odrtzb, 
EifUeUung'u. s. w. § 13) is de pooUgn van een punt P Tan 
l ten opzichte van C» dezelfde als die ten opzichte van de 
raaklijnen f| , gezamenlgk als kromme van den 

graad beschouwd. 

YoIgenB de Btelling van Catlbt (Crbmona-Curtzb, l.e.)iB 
het sngpunt Q van de raakljjn #, met de pooUjfn van P ten 
opdchte van ^, ^3 , . . . . f,,, goznmenlijk als kromme van den 
II — iitsB graad beschouwd , het harmonisch middelpunt van de 
n punten , waarin PQ de raaklijnen , . . . . jf« snijdt. Nadert 
nu P tot T, , dan wordt Q bij de limiet harmonisch middel- 
punt P, Tan de (n — 1) punten , waarin tt het stel raakignen 
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t^y. . . , tn snijdt en dit punt P| tevens snijpunt yan met 
de volgende pooHijn ten opzichte der «t raaklijnen , d. w. s. ten 
opiïohte yan C". Dit punt P, is dus raakpunt van de kromme 
K met , enz. 

AANHBRKiirQBir VAK DUT HiBR d'Ooaosi. L SchrgveD we 
(0, + tagV^^ a> = O in de gedaante (i) + + «3^(0 = ^ > 
waarin 

♦»(0 = «',<-* + +.... + ^, j 

^,(0 = + • + 4- I 

4>,(t) ^. a,t»-^ H- « H- . . . .'4- ) 

is, dan wordt de vergelykiag van K verkregen door elimi- 
natie van / uit 

«,♦,(0 + + 'af 3(0 = O , ar,f ,'(0 + *^i^'(f) + = 0. 

Hieruit volgt met weglating van het symbool i 

^ 5l , 

Dus Ib K rationaal en, wijl de noemers in t van den graad 
2(n— 2) sijn, van den graad 2(fi— 2). 

II. Men vindt 3(^-3) vonr het aantal keerpunten, — 2)(» 3) 
voor het aantal dubbelraaklijnen. 

III. AIb de gegeven rechte / met l«> samenvalt, kunnen 
we C** vervangen door de n asymptoten der kromme ; de pool- 
lijnen kunnen dan de „gemiddelde lijnen'* van dit Btelsel heeten 
BuUeHn de la Sodété MaihémaUque de Franee^ deel 12, 
blz. 114). 



Vraagstuk CXLVIII. 

Gegeven een stelkundig oppervlak O en een punt P. Wordt dit 
oppervlak door evenwijdige lichtstralen verUcht, dan vertoont het 
van P uit gezien schitterende punten Q. Gevraagd te bewijzen , 
dat het zwaartepunt van de projecties van P op de raakvlakken 
in de punten Q aan O onafhankelijk is van de richting der 
lichtstralen. (M. d'Ocagne.; 

Opgelost door M. d*Ogagnb. 
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Oplossing. 

Zij A (fig. 71) een willekeurig punt van het gegeven opper- 
vlak O en S hot omhullend oppervlak van den uit A met AP 
tot straal beschreven bol, als A zich over O beweegt. J)o(tr 
ons eerst tot die bollen door P te hoperken , wier middelpun- 
ten oneindig dicht hij A liggen, svonlt het duidelijk , dat deze, 
behalve P, een tweede punt, het spiegelbeeld Q van P met 
betrekking tot hot raakvlak a in A aan O , met eikaar ge- 
meen hebben en dit punt Q dus het raakpunt is van den uit 
A met AP als straal beschreven bol en S. In dit punt Q is 
AQ derhalve de normaal aan S. Stelt AK nu de richting 
van den lichtstraal voor, dan is A een schitterend punt van 
O voor een in P geplaatst oog. Dus is het raakvlak a in 
een schitterend punt van O voor P het vlak , dat de verbin- 
dingslijn PQ van P met een punt Q van S, waarvoor het 
raakvlak aan S loodrecht staat op de richting der lichtstralen , 
rechthoekig middendoordeelt. 

Nu is, volgens een bekende stelling van Chasles, het zwaar- 
tepunt Z van de raakpunten Q van een stelkundig oppervlak S 
met vlakken evenwijdig aan een gegeven vlak onafhankelijk 
van den stand van dit laatste. Dus is hier het zwaartepunt 
der punten Q onafhankelijk van de richting der lichtstralen. 
En wijl nu het zwaartepunt der middens S van de voerstralen 
PQ het midden van den voerstraal PZ is , is hiermee het 
gestelde bewezen. 

Aanmbrkinq van DB Redactie. We wijsen met een enkel 
woord aan, dat de aangehaalde stelling van CHASLBS in de 
theorie van polen en poolvlakken begrepen is. 

Bepalen we op elke rechte r door een willekeurig gegeven 
punt P het ten opzichte van de op r gelegen punten Q, , Qt . . 
Tan een gegeven oppervlak O genomen poolpunt B, dat zoo 

als we weten door de voorwaarde S = O wordt geken- 

merkt, dan is de meetkundige pUiatz van B een plat vlak , 
het poolvlak ir van P ten opzichte van O. Dit vlak v ver- 
andert niet, aU we O vervangen door de vereeniging der 
tl vlakken ^, , ^2 1 • • • • 0» , die O in de sngpunten Qi, Qa . . . Q» 
met een door P gaande rechte r aanraken , wjjl de om het 
sngpnnt E van r en «■ gelegen punten dan dezelfde blijven 
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(uitbreiding der in het vorige vraagstuk gebrnikte Btelling 
van Maclaüriv). 

Denken we ons nn de tkeorie der polen en pooWlakkeB 
stelkundig opgezet en vragen we daarna wat alles beteekent, 
als men punteo5rdinaten door Tlakeofirdinateii yenrangt, dan 
kan de uitkomst, als het ylak in het oneindige voor P 
in de plaats treedt, als volgt geformuleerd worden: 

Het poolvlak van Yc» ten opzichte van alle raakvlakken 
van een oppervlak O' evenwijdig aan een gegeven vlak V 
omhult een punt M , als men den stand van V op alle moge- 
lijke wijzen verandert. Pit punt M , dat aan het middelpunt 
der kwadratische oppervlakken beantwoordt en daarom (zie 
Gronddng ^ M^2é) ook wel middelpunt genoemd wordt, ver- 
andert niet als men O' vervangt door een stel raakpunten 
met evenwijdige raakvlakken; het is dus het gemeensehappo- 
lijk zwaartepunt Z der oo* verschillende stellen van raakpunten 
met evenwijdige raakvlakken. 

Do bij P behoorende meetkundige plaats van S is het voet- 
puntsoppervlak van O met betrekking tot P ; liieruit wordt 
het bij r behoorende oppervlak £ afgeleid door verdubbeling 
der P-voerstralen. 

Bjj een gegeven punt P behoort een enkel bepaald punt Z. 
Verder geeft het vraagstuk o. a. aanleiding tot de volgende 
vragen : 

Hoeveel punten P behooren bij een gegeven punt Z ? 

2*. Wat beschrijft Z of P , als P of Z een gegeven rechte 
of een gegeven vlak doorloopt ? 

We hebben niet kunnen vinden , waar Cha|les de aange- 
haalde stelling heeft gepubliceerd. Alleen vonden we , op blz. 
96 van de Etudes annifjfiques siw la throrie (jénêrnle dei^ courhes 
planes van F. Lucas, de overeenkomstige stelling voor het platte 
vlak als stelling van Liouville aangegeven. 



Vraagstuk CXLIX. 

«/ 

Stelt Hm den binomiaalcoefficient —. voor , zijn 

mJ {n — jw) / 

^> • • • tf* naar opklimmende grootte gerangschikte getal- 
len, stelt men verder 
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en neemt men algemeen dus de notaties 

i = 0 

tf„..tfaiH-i)= S (— ..ai^i,iii^.i,..09»4.i) 
aan, dan is 

^ (o , I , 2 , 3 , . . . . = I 

voor elke waarde vun p. Men vraagt dit te bewijzen. 

(Dr. H. SCHUBERT.) 

Oplossing. 

Een meetkundige oplossing van dit yraagstuk is yenrat in 
de ▼«rfaandeling , Allgemeine AnzahlfünetioDen fQr Kegelschnitte, 
Flftohen uitd Rftnmo swdten Grades in n Dimensionen** (Jt/o^. 
Anmalm^ deel 45, blz. 153) Tan de hand Tan Dr. H. Schubsrt. 
Wijl 4> zuiver stelkundig bepaald is, moet het eehter mo- 
gelijk Zijn ook een stelkundig bevgs van de betrekking 
^ (O, 1, 2, 3 . . . i?) =B 1 te goTen. Ons eerelid en de redactie , 
we hadden gehoopt, zulk een stelkundige oplossing hier te 
kunnen publiceeren. Er is echter geen oplossing ingekomen. 
Dus moet de redactie volstaan met naar de aangehaalde ver- 
handeling te verwgzen. 



Vraagstuk CL. 

Een ellipsoïde is zoodanig geplaatst , dat de raakvlakken in twee 
navelpunlen horizontaal zijn. Men vraagt uit het hoogst gelegen 
navelpunt P een koorde te trekken , die door een zonder wrijving 
vallend punt m den kortst mogelijken tijd wordt doorloopen. 

(J. Cardinaal.) 

Opgelost door T. J. Allersma , W, Bouwman, J. Cardinaal, 
W. A. Poort, Dr. C. Stolp en H. de Vries. 

Oplossingen. 
T. De tyd, dien een stoffelijk punt behoeft om op de in 
het vraagstuk aangegeven wijs langs een rechte uit een punt 
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P te glgden naar een gegeven horizontaal vlak is eTenredig 
met de lengte der Ign, gerekend yan P tot aan het vlak. 
Dns Tolgt yoor onze ellipsoïde hieniit, dat onder de koorden, 
die men nit het gegeven navelpunt naar de punten van een 
horizontale cirkeldooranee trekken kan, de kortste tevens de 
Ign van snelsten val, de langste tevens de lijn van langzaam- 
sten val wezen zal. Deze beide Ignen liggen, welk horizon- 
taal vlak men ook neemt, steeds in het vlak door groote en 
kleine as. Dus kannen we ons bij het onderzoek tot de in 
deze hoofdsnede gelegen koorden bepalen. Hierdoor is het 
vraagstuk teruggebracht tot vraagstuk 189 van deel Y. Langs 
den daar gevolgden weg blgkt, dat de Ign door het gegeven 
punt P evenwgdig aan de kleine as een Ign van sne?sten val , 
de Ign door P eveawgdig aan de groote as een lijn van lang- 
zaamsten val zgn zal (O. S.). 

II. Brengt men een bol aan, die de ellipsoïde in P aan- 
raakt, dan zullen alle door P gaande koorden van dien bol 
in denzelfden tgd doorloopen worden; is r de straal van den 



Door de straal van den bol van nul af te doen aangroeien, 
waarbij we dus eerst met bollen te doen hebben, die geheel 
binnen de ellipsoïde liggen, zullen we langzamerhand komen 
tot een bol, die de ellipsoïde ten tweeden male aanraakt. De 
lijn, die beide raakpunten P en Q verbindt, is dan de ge- 
vraagde. Want alle andere punten van de ellipsoïde liggen 
buiten den bol en leveren dus met P verbonden koorden op, 
die in langeren tgd doorloopen worden als PQ. Dit tweede 
raakpunt is weer een navelpunt. Want elke bol, die de ellip- 
soïde in P aanraakt, heeft met de ellipsoïde reeds de twee 
door P getrokken horizontale isotrope lijnen (den punteirkel 
P) gemeen en snijdt dit oppervlak dus bovendien in een vlakke 
kromme, d. i. in een cirkel; trekt deze zich in een punt 
samen, dan wordt dit weer een navelpunt. 

De Ijjn door P evenwijdig aan de kleine as, levert dus de 
gevraagde koorde van snelsten val op. Gemaklcelgk bljjkt 
bovendien dat de lyn door P evenwijdig aan de groote as de 
koorde van langzaamsten val voorstelt (W. A. P.» H. d. Y.). 

III. Is P oorsprong, het raakvlak in P het «'y-vlak en het 
verticale vlak door P en het middelpunt d»-vlak van een 
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reohthoekïg ooordmateostelsel en af*+y'+ 2a^iZSB + 2a^9^0 
das de vergelijking der ellipsoïde, dan is de tgd waarin de 
koorde xss\z^ y = fjz doorloopen wordt, bepaald door de 
vergelijkiog 

4a,,(A' + M'+l) 
«r(X* + /tt« + 2fl„A + a,3)* 

Stelleu we dc diHorciitiaalquotienton van naar A cn /i 
nul, dan vinden we 

(A» + j«» 4- 1) (A + fl„) - (A» + + 2fl,.A + a„) A « O , 

(2a3|A + tfsj — = 0. 

En nu blijkt voortzetting van het onderzoek, dat ^ = 0 
de oplossing goof't en de koorden evenwijdig aan kleine en 
groote as in kortsten en langsten tijd worden duurloopcn , enz. 

(T. J. A.) 

Aanmbrkiito yan Dr. C. Stolp. 'We passen de methode 
Tan den zich uitbreidenden bol (zie de tweede oplossing) op 
het meer algemeene geval toe, waarin het bovenste punt der 
ellipsoïde een willekeurig punt P is. Deze zich uitbreidende 
bol zal , onderstellen we, in een of meer stadiën de ellipsoïde 
in een tweede punt Q aanraken. Beschouwen we een dier 
stadiën wat nader. Bij de verbindingslyn FQ als richting van 
koorden behoort nu ten opzichte van ellipsoïde en bol een 
zelfde middelvlak, het vlak door het midden van PQ en de 
snglgn der raakvlakken in P en Q. Wgl het eene der beide 
oppervlakken een bol is, staat dit vlak loodrecht op PQ in 
het midden. Dus is het een hoofdvlak van de ellipsoïde en 
Q symmetrisch gelegen met P ten opdchte van een der drie 
hoofdvlakken. Langs dezen weg blijkt, dat er dus drie kritieke 
standen zgn. 

Een algemeene stelling, waarvan het bewgs aanstonds gege- 
ven zal worden , kan leeren welke der drie koorden de mini* 
mumkoorde is. Men vindt nl. algemeen, dat de tijd, dien een 
punt behoeft om onder de gegeven omstandigheden van het 
hoogste puQt P naar een ander punt Q te glijden, evenredig 
is met de lengte der middellijn evenwydig aan PQ. Volgens 
dezen reg< 1 is de lyn door P evenwijdig aan de kleine as de 
minimum-koorde, terwjjl de lijn door P evenwydig aan de 
gemiddelde as geen maximum of minimum oplevert. 
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tf» «* 

Is — ï + Ti" + — i- = l'de Tergelijking der ellipsoïde, z^d 

, I) , ^) de coöFdiDaten van P , is de afstand van het raak- 
ylak in P tot den oorsprong O , dan is de hoek ^ tueschen de 
normaal in P en de koorde PQ door P onder hoeken a, /3, 7 
met de assen getrokken door de betrekking 

Cos ^ = ƒ> Cos tt + ^- Cos P + ^ Cos 7^ 

en de lengte p yan de middellijn evenwijdig aan PQ door 
de betrekking 

4 C6s*g Co8*P Co8*7 
p« O» 6* ^ c» 

gegeven. Verder wordt de lengte * der koorde vorkregen door 
de coördinaten j: = £ — v ( 'ob y — t] — a Cos j3 , z = K — Cos 7 
van het van V verschillende uiteinde in de vergelijking der 
ellipsouie siibstituecren. Dit geeft, wijl P op de ellipsoïde 
ligt, iu verband met de gegeven betrekkingen de vergelijking 

9 ^ ~ Cos 4h, Hierdoor gaat de betrekking i — L — over 

in ^ = ^ waarmee het boven beweerde is aangetoond. ') 
^ P9 

Zijn p, , pi drie onderling loodrechte middellifneii , dan 



') Ziehier een meetkundig bewijs der stelling. Zij de doorsnee der gegeven 
ellipsoïde Ë met een borizontnal vlak door bvt middelpunt en c' in dit vluk de 
cirkel , di« d« projectie Po ven P op dit vlek tot middelpunt en dni afttand van 
P tot dit vlak tot straal heeft. \Ve passen nu op E een aftine transftjrniaMe top , 
waardoor 1* op rijn plnats blijfi en <^ in c- , <lus V, ii> den hul 15 nu t het nii(M<-l- 
punt P,| en den etrual I'^l' overgaat, bij deze transformatie zal de doorsnee van 
B met een willekeurig horiiontaat ^lak In de dooranee van B met hetselfde vlak 
ov<ergaan. Zijn nu PQ en RS een door P gaande koorde van K en de daaraan 
evenwijdiVp nndd»')Hin van K. PQ' en R'S' dp overpenkotnstige koorde en diinraan 
evenwijdige middellijn vnn H, ^ en /' de tijden waarin l'U en PQ' door een vrij- 
vnllend KcliaaiB worden doorloopen , dan hebben we volgens de eerste oploesïng 
l PQ PQ |{S 

rr = en ▼olgena de wetten der affiniteit ^^r. — Uieruit volgt dan 

/ R8 

T ~ R'S' "^^^ ^ ^"^^ veranderen ala men PQ,' en R'h'door era 

andere koorde en de daaraan evenwijdige middellijn vervangt. = atandvaalig. 

(bbd.) 
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18 - + - ^ i = -3- + Tï + Hieruit ▼olgt, dat de aom 

Pt* p/ ^ 

— + -j + — voor drie valtijden langs drie onderling loodrechte 

koorden door P standvastig is, 

Tlit doz(^ hnsrliouwinpfm volijt vordor, dat bij de koord en , 
di(^ P vorhindon mot de verschillende pnijpunten van de ellip- 
soïde met een hol, die haar in P aanraakt, evenwijdige niid- 
dclljjnfMi hehooren, die even lan*:; zijn. Verplaatst men dus 
den kegel, dit' de snjjkronimon Viui bol en ellipsoïde uit P 
projecteert, evenwijdig aan zich zelf met de top naar het mid- 
delpunt van de ellipsoïde, dan zal hij in den nieuwen stand 
de ellipsoïde snjjden volgens een spherische ellips, welke ont- 
aardt in de bijzondere gevallen waarbij de bol de ellipBoïde in 
een tweede punt Q aanraakt ; in die gevallen gant de spheri- 
sche ellips over in twee punten (uiteinden van kleine of groote 
as) of in de twee centrale cirkeldoorsneden der ellipsoïde. 



Vraagstuk LCI. 

G^ven zijn een k^;dsnee 'k* en een vlak «. Gevraagd de 
meetkundige plaats van het punt, waaruit men de kegelsnee op « 
moet projecteeren , opdat de projectie een gelijkzijdige hyperbool 
of een cirkel sij. (T. Casbinaal.) 

Opgelost door T. J. Allersma, W. Bouiian, J. Cardinaal 
en H. DE Vries. 

Oplossingen, 

I. We nemen het midden O van de door a in ^ bepaalde 
koorde d tot oorsprong, d tot ap-as, de lijn in a door. O 
loodrecht op d tot y-as en de middellijn van ifc' toegevoegd 
aan de koorde d tot ?-a8 aan. Dan wordt door de verge- 
lijkingen 

= O, Aas* + B«* + 2E« + F = O 

voorgesteld en vindt men 

als vergelijking van den kegel, die het punt P(^oi yoi ^o) 
top en tot richtlgn heeft. De doorsnee yan dezen kegel 
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met a, d. i. de eentntle projectie yan ifc* uit P op a, is dan 

2=0 , Atfo'j-^ + [Ax^^ 4- BV + 2Ezo-\-FY — 2kx^ffcy -f enz. = 0. 
Deze projectie is: 

a) Een gelijkzijdige hyperbool onder do voorwaarde 
A(V + yo') + -\- 2Ea^ + F = O, d. i. als P ligt op een 
bepaald kwadratisch oppervlak (F), dat door gaat en door 
vlakken evenwijdig aan a volp^ons cirkels wordt gosnoden. 
Naarmate té^ ollips, parabool, of hyperbool ia, is (P) ellipsoïde, 
elliptische paraboluïdc, hyperboloïde, enz. 

b. Eon cirkel onder de twee voorwaarden ss Q, en 
Ayo* — B«o^— 2Ero + F = 0, d. i. als P ligt op een bepaalde 
kegelsncc ((P)) in het //--vlak. Naüiinatc //^ ellips (cirkel), 
parabool, hyperbool (gelijkzijdige hyperbool) is, is ((P)) hyper* 
bool, (geiyksiidige hyperbool), parabool, ellips (cirkel). 

(T. J. A.). 

II. Neemt men een ylak 0 evenwijdig aan a aan, dat 
in twee bestaanbare punten K, , snijdt , dan sal uit ieder 
punt P van den op KiK, als middellijn beschreven cirkel 
(KiKa) de projectie van P op a een gelijkzijdige hyperbool 
ziju, Wijl de projecties van E, en in onderling loodrechte 
richtingen in het oneindige komen te liggen. Hieruit volgt, 
dat de eerste meetkundige plaats (P) de meetkundige plaats 
is van de cirkels (K,[C.) door evenwjjdige verplaatsing van |3 
ontstaan. Van dit kwadratisch oppervlak is het middelpunt 
van 1^ middelpunt en zjjn de beide raakpunten van vlakken 
evenwijdig aan a met navelpunten, enz. 

Zal de projectie uit een punt P van /3 een cirkel zijn, dan 
moeten de verbindingslijnen PK| en PE, naar de onbestaanbare 
drkelpunten van /3 gaan en P dus een der antipunten zyn 
van K| en Eg in 0. Deze punten zijn bestaanbaar, samen- 
vallend of onbestaanbaar, naar mate K, en K, onbestaanbaar, 
samenvallend of bestaanbaar zgn; ze liggen alle in het vlak 
door de middellgn e van ^ toegevoegd aan de koorde dixka, 
dat a volgens een loodlijn f op d snijdt. De meetkundige 
plaats ((P)) dier punten wordt dus verkregen door de koorden 
van in de vlakken eyenwgdig aan a in deze om de middens 
90^ te draaien en ze van deze middens uit door vermenigvul- 
diging met dl t in den tegengestelden toestand van bestaan- 
baarheid te brengen. Is ^ de kegelanee , die door de draaiing 
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alleen uit wordt afgeleid, dan is ((P)) toegevoegd aan 
met betrekking tot de middellijn e (H. .d. Y.). 

Aanmebkiito van dbn Ubbr Gardinaal. De eente meet- 
kundige plaats (P) bestaat uit de toppen der kwadratische 
kegels door en een der gelijkzijdige hyperbolen van ik, die 
door de beide snijpunten 8| en S, van a en gann. Wijl 
dese gelijkzijdige hyperbolen H* een net vormen, behooren 
de kwadratische oppervlakken door Ifi en een der krommen 
H' tot een drievoudig oneindig lineair stelsel. Dus is (P) het 
kegeltoppen oppervlak van dit stelsel, dat, in het algemeen 
van den vierden graad, in dit geval ik' tot kromme van dub- 
belpunten heeft en sich dus splitst in het dubbel getelde vlak 
van en een kwadratisch oppervlak door A^. 

De tweede meetkundige plaats ((?)) bestatit uit de toppen 
der kwadratische kegels door ^ en een der cirkels van a door 
S| en S^. Wijl deze cirkels een bundel vormen, maken de 
kwadratische oppervlakken door en een dier cirkels een net 
uit, waarvan ((P)) de kegeltoppenkromme is. Deze kromme 
is in het algemeen van den zesden graad. Wijl alle opper- 
vlakken door P gaan en er dus vrjf van de zeven bepalende 
basispunten in een vlak liggen, hebben we hier te doen met 
hot gevfll e van vraagstuk 15 van deel V en splitst de kromme 
zich dus in het vlak van A-, en een kegelsuce. 



Vraagstuk LCII. 

Gegeven een gesloten op])ervLT.k S, ccn punt A binnen en een 
punt A' buiten dit oppervlak. De afstand van A tot A' is <z, 
terwijl de afstanden van een veranderlijk punt M van S tot A en 
A' door /' en r' worden voorgesteld. Indien (r, «) en (r', n) de 
hoeken van r en r' met de inwendige normaal n van S in M 
aangeven, geldt de betrekking 

ff\C os{r, h) Cos {r\ //) ] ^ _ 411 

als de integratie zich over het geheel oppervlak S uitstrekt. Men 
vraagt dit te bewijzen. (Dr. W, Kapisyn.) 

Opgelost door Dr. W. Kaptbvn* 
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Oplossing. 

Volgens een bekende formule (zie o. a. Pioard , TraUé cFana- 
lyse^ I, biz. 144) hangt de potentiaal V^ in het puat F door 
de betrekking 

At) 1 dv 




dn 



r dn 



dY 



samen met de waarden van V en -— op het oppervlak. Stellen 

rfii 

we hierin voor V de functie -4- > die met baar eerste en tweede 

r 

afgeleide doorloopeod is binnen 8 , dan wordt Vj, = — en 

ü 

derhalve 

wat onmiddellijk in het gestelde overgaat. 



Vraagstuk CLIII. 

Men vraagt de stelling van het vorige vraagstuk voor het bijzon* 
dere geval van den bol met behulp van bolftmcties te bewijzen. 

(Dr. W, Kapteyn.) 

Opgelost iüw Dr. W. Kaptkyn. 
Oplossing. 

Is / de afstand OA van het middelpunt van den bol tot A, 
R de straal van den bol , Cos MOA = Cos ö~ju, l -\- a — f 
en (iS = — 2ffR''(/ju, dan gelden de betrekkingen 

= R« — 2Rr Cos (/• , n) + r% p = R^ - 2Rr' Cos (r', n) + r'\ 

Dus is de gezochte integraal 

^'^'^'h i ÏKr-H"" 

=,B[(R.-,')/^;^-(i.-n]|^J. 



— 1 



— 1 
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Na i8 echter in bolfuncties P 

1 1 * R* l 1 R" 

Dus gooft iavocgiiig, in verband met de bekende stellingen 
F.if.) Vnin) = O, / ^IV(u) dyu = , 
de uitkomst 



Vraagstuk CL.IV. 

Bewijs, dat de meetkundige plaats van alle punten z, waarvoor 

mod \z t- \^ «* — ij standvastig is, een ellips is met de brand- 
punten dr. I. (Dr. W. Kapteyn.) 

Opgelost ffoor W. Bouwman, T. Brandenburo , Dr. W. Kap- 
teyn, W. A. Poort, A. £. Rahusen en Dr. J. de Vries. 

Oplossingen. 
I. De beide onderstellingen 

Yolgen uit elkaar. Zij geven samen 2^ = «> + . 8chrgft 
men nu re'> yoor w, waarin men t* standvastig onderstelt, dan 
geeft splitsing der laatste vergoiyking 

2x = {m 4- tw-i) Cos ^ , 2// = (w — w-i) Sin ^ . . . 1) 

en dus ten slotte eliminatie van ^ voor de verlangde meet- 
kundige plaats de ellips 
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wjjl — (~~2 — ") ©onhoid ie, heeft de punten 

(± 1, 0) tot brandpunten. (W. B., T. B., W. K., J. d. V.) 

, dw dg 

11. Uit fp + - 1 volgt — = Het argu- 

ment van het eerste lid dezer vergelijking bepaalt don hoek 
tusschen de raaklijn aan de baan van w en den voerstraai van 
O naar het punt w] terwijl het argument van het tweede lid 
den hoek aangeeft tusschen de raaklijn aan de baan van z en 
de lijn V(z 4- 1) (z — T), d. i. de deelhjn van den hoek gevormd 
door de verbindingslijnen van het punt z met de punten ±; 1. 
Bovenstaande betrekking drnkt dus uit, dat voor twee over- 
eenkomstige standen van en « de raaklijn aan de baan van 
ta met den 0-voerstrfi»l van dit punt denzelfden hoek a maakt 
als de raaklgn aan de baan van z met de genoemde deellijn. 

Neemt men den aangegeven hoek a voortdurend recht, dan 
doorloopt UT een cirkel met O tot middelpunt, wat aan de 
voorwaarde mod. ip ss standvastig beantwoordt. In dit geval 
beschrijft z echter een ellips, die de pnnten ^ 1 tot brand- 
punten heeft. (A. E. B.) 

OpMKRKiNGEN. I. De oplossing van den Heer Poort be- 
rust op bot gebruik van elliptische coördinaten; hieromtrent 
raadplege men o. a. Heine Theorie der Kugelfundionen ƒ , blz. 
40 en het kleine geschriftje Ueher die Enfinckelunf] einer 
Function mit imaginarem Argument nach den K lujelfunctionen 
er ster und zireiter Art van C. Neuhann, aan wien het vraag- 
stuk is ontleend. 

II. Neemt men in de tweede oplossing den aangewezen 
hoek a steeds nul, dan blijkt, dat, als ic een rechte door O 
beschrijft en argument z -f Vz"^ — 1 dus standvastig bl^ft, z 
een hyperbool met dezelfde brandpunten doorloopt. 

Men toont gemakkeiyk aan, dat 1^ voor a = ^ de straal 

m van den cirkel de halve som of het halve verschil van de 
assen der ellips is, naarmate m grooter of kleiner dan de een- 
heid is en 2*. voor a= O de door w beschreven rechte een 
der beide asymptoten is van de door z doorloopen hyperbool. 

Ofo., Dl. VI. 20 
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Door op te merken, dat het punt w gevonden wordt door 
op de deellgn rao den hoek, gevormd door de ▼erbindingslgnen 
van het punt z met de punten 1 , een afiftand middeneven- 
redig tuBsehen de leogten deaer Ignen uit te setten, vindt 
men nog de volgende uitkomsten: 

Zet men op de normaal eener ellips naar weerasgden afrtanden 
uit middenevenredig tnesohen de beide brand puntsvoerstraleni 
zoo liggen de verkregen punten op de cirkels uit O met de 
Bom en het verschil der halve amen van de ellips als stralen 
beschreven 

De geljjke stukken , die door de asymptoten eener hyperbool 
van een raaklgn aan de kromme worden afgesneden, zijn 
middenevenredig tusschen de brandpuntsvoerstralen van het 
raakpunt. (A. E. £.) 

IIL Stelt men in 1) 

•PI -f- m—* = 2« , m — m— '»26 
en zgn r, 9 de poolcoördinaten van dan heeft men 
rSintfsfrSinf , rGostfsaCoB^ 

en dus Tg 0 » - Tg ^. Hieruit bigkt, dat ^ de exoentrisehe 

a 

anomalie is van het punt z. Daar verder m = a -\- b is, vindt men 
het punt ir, dat bij eenig punt z eener ellips met de brandpunten 
± 1 behoort, door uit het middelpunt der ellips met a en 
a •\- f) als stralen cirkels te beschrijven en het punt , waar de 
ordinaat van z den eersten cirkel ontmoet , met het middelpunt 
te vereenigen; deze lijn snijdt den tweeden cirkel dan in het 
punt w. Ter vermijding van dubbelzinnigheid merken we 
hierbij op , dat e en m; in hetzelfde kwadrant liggen. 

Uit de aangenomen vergelijkingen volgt w'^ — 2zw 4-1=0. 
Dus behoort bij elk punt z een paar punten m>, die men door 
w en u)—'^ kan aanduiden. Deze punten komen met elkaar 



*) Volgens do betrolclcing — pn is de middenevenredige ti tusachen de 
brandpontSToerstralen omgekeerd evenredig met den afstand p van het middeU 
punt tot d« raaklijn ; ixm vomt do nitkoimt van Vr. 17 van do woka dor «Ilipo 
in Bbiov om Booaun 2i«f«M it génmétrU tna^fUquê oan uftbroidiiig von hot 
boivomlooiido. 
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overeen in de om de ar-as omgeslagen inversie ten opzichte 
van den cirkel op den brandpuntsafetaiid der ellips ala middel- 
l^ja beschreven (J* d. Y.) 



Vraagstuk CLV. 



Beschrijft het punt met de complexe veranderlijke x voorkomende 
in de dififereatiaalvergelijking 

il'*v d * — ^ — 

xonder tweeden tenn en met radonale functies f een kromme, die 
één der kxitieke punten insluit, dan zal een stelsel van fundamentale 
integralen z^, , v^,. . .Vn overgaan in een ander stelsel abt,, str , . . . w»^ 
liienan verbonden door betrekkingen van den vorm u/g = Zoi , , 
waarin a; , i constanten zijn. Men vraagt te bewijzen (zie PoincarA , 
Acta Math ^ deel IV), dat de determinant der constanten «i.jt ge- 
lijk aan de eenhdd is. (Dr. W. Kaptsvm.) 

Opgelost door Dr. W. KApnmr en W. Mamtil. 

Oplossing «O» W. MantbIi. 

Om alles voluit te kunnen sehrgven nemen we m » 2. Dan 

ie gegeven 

en dus ook 



(Uift dVf dv^ 



dw^ dc^ dv^ 



De determinant der fimotie u/ is dus 



\dw, 


dwf 






dx ' 


dx 




«II 1 


»1 1 






«31 » 



dvi 













') Brebgl men de uitkometen van de heeren Babumn m dk VaiES met elkaar 
in vefffaand » dun vindt mm nog het volgende ; 

Ztt men op de normaal van een punt P der ellipe van V af naar weenkenlen 
■tukken PS , PS' uit gelijk aan de halve toegevoegde middj'Hijn OQ van P en 
neemt men van S bet aymmetriocbe punt S" ten opxichte van de groote aa, dan 
vaUen de voentnlmi 08' en OS ' op elkiMr en is 08' . 08" s e* — ^. 
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De detenninaat \€ta\ wal blgken de eenheid te zgn, ab be- 
weseo ie, dat de determinanteii der funetjes vf ea v decelCle 
waarde hebben. 

Nu kan de gegeven differentiaalvergelgkuig door de integra- 
len 9 bepaald en aldna Toorgeateld worden 

éPv iPv^ <l*p, 

dx* dx* dx^ 

do d&i df, 
dx dsB dx 

Omtrent de minoren D, D, , D, merken we op, dat D de 
soo even besproken determinant der fbnotiea v Ib en D, de 
afgeleide van D naar x aangeeft. AIb de tweede term ont- 

dD 

breekt, dan ia -r- dus nol, zoodat D van x onalhankelgk 

ox 

blijkt te zijn. Wanneer dna de fnnctiefl door het veranderen 
van overgaan in de functies ir, dan zullen beide stellen 
dezelfde funotionaaldetermioant hebben, wat bewezen moest 
worden. 

Wanneer x om een veld loopt zonder kritieke punten, dan 
komen de functies v onveranderd temg en heeft dos de stelling 
geen inhoud; daarom is in de stelling het loepen om een 
kritiek punt als Toorwaarde gesteld. Natunrlgk mag x ook 
om meer dan een kritiek punt loopen. Yerder kan de stelling 
dienst bewijzen, als de ooSflSciënten t^{x) periodieke fiinctiea 
zgn met een gemeenschappelijke periode. Neemt x met de 
periode toe, dan is de differentiaalTergelijkiog onveranderd 
gebleven en de integralen v zijn overgegaan in een stel inte- 
gralen 19, dat in het algemeen van het stel v verschilt, omdat 
de integralen niet periodiek zijn. In vraagstuk 159 aal hier- 
van een voorbeeld gegeven worden. 



Vraagstuk CLVI. . • 

Brengt de opeenvolging der drie substituties Sijj?, (* = 3) 

een vlakke figuur in den oorspnmkelijken toestand terug en is dus 
S|S^^ = X , terwijl de substitntiedetenninanten oi^i—- ^i(/= i, a, 3) 
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gdijk xijn aan de eenhddy dan s^n «^i^fy m ^i^A ^ wortds vaa 
de Tierlcantaveigelijking 

/« T i(M, -f M, + M3 -h i) / + i(M, + I ;> (M, -i- i) (M3 + i) O, 

waarin Mj den vorm a^c?; -f i^r/i aanduidt (zie Vogt, Ann. de Cécolc 
norm. 1889). Men vraagt het bewijs. (Dr. W. Kapteyn.) 

Opgelost door Dr. W. KAPisyxi m Dr. P. H. Schoutb. 

Oplossing. 

Bg de samenstéltuig Tan twee substituties S met de eenheid 
tot subetittttiedetenninant, ontstaat een nieuwe substitutie van 
denzelfden Tom, waarvan de substitutiedeterminant weer één 

A« + B 

is. Stellen we er drie samen en vinden we dan y = ;= =r , 

daa aal dus ook de Toorwaarde AD — BC s 1 gelden. Is 
/ =: 2r , dan moet BsQ, 0 = 0, AssD sgn. In yerband met 
de aangegeven voorwaarde mogen we voor A s D nu ook 
A»d:l, Dssdil schrijven, waarbij tegelijkertijd M beide 
plusteekens öf beide minusteekens gelden. Dus splitst de voor» 
waarde 8|Sa8s = 1 sieh in de vier vergelijkingen 

ax€t^a^ + a,ftT2 + «aPayi + 1837181 = :t 1 , 

Yermenigvuldigen we de eerste vergeiyking met /3, , de 
tweede met en trekken we se daarna van elkaar af, dan 
vinden we 

Svensoo vinden we uit 8:8381 = 1 en SsS|Sa = 1 

«./3, +^30, = ZHft , 4- = ft , 

waarby de gelijke teekens bij elkaar behooren. Door eliminatie 
yan de grootheden die homogeen in deze vergel^kingen 
voorkomen, vinden we verder 

, ±1 1 , a, - O 
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of 

«.«lO, + = ±L (SaiSi - 1) = ± i(2Mi + 1). 
Verder ie 

a,B, . . «,8, = i(M. + 1) (M, + 1) (M, + 1). 

Hiermee is het gestelde bewezeu. 



Vraagstuk CLVIL 
Men vraagt de waarde te vmden van de bepaalde integraal 

0. C. Kluyver). 

Opgelost i/oor T. J. Allersma, W. Bouwman, T. Branden- 
burg, J. C. Kluyver, W. Mantel, W. A. Poort, Dr. C. Stolp 
én P. DB Carpentier Wildervanck Jr. 

OploBsingeo. 

1. We stellen y = ƒ ^ ^ ^ en raden dan 

Ooe0 

door differentiatie naar a 



éy dB [ ^ B C JL±.CoBÖ 12^BgCo8^ 

Dus is 



,-/|^d.=-«Bgc...)'+a 

Ter bepaling Tan C merken we op, dat y nul zijn moet 
▼oor a = 0. Dit geeft C = iir^ Stellen 'we daarna a nul, 
dan is ^tt' de nitkomst. (T. J. A«). 

II. We hebben 



2 



I = (1 — i Cos 0 4- i Co8^0 - 4 Cos='0 -f . . . .) «^ö. 
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w 

» 1.3. 5. .••«• — 1 

▼oor w» even ƒ U08*ÉW<i=-=- 

Jo 



2 2.4.6.... m 

r 

• • • • I 



I ^ nin 2.4.6....m— 1 

voor m oneven . . . . / Co8'"öaö = 



O 8.5.7.... ffi 

DoB ▼inden we 

, ir/, 1 1 1 3 1 \ /l 2 1 2 4 1 \ 
of 

III. We beschouwen de integraal der complexe functie 

f(z) = In hei ▼lak « « « + trekt men (fig. 72) om 

1 s 

den oorsprong O een kwartcirkel AB met de eenheid tot straal 
en uit B met een zeer kleinen straal d den cirkelboog CD, 
Binnen de figuur OACDO en ook op den rand is f{z) dan 
eenwaardig als men /"(O) = O aanneemt. Wijl de gesloten 
figuur geen polen van f(e) omvat, is derhalve 

ƒ f{z) de = f + ƒ -f ƒ + ƒ = 0. 
OACDO OA. AC CD DO 

In dese ▼ergelgking ie aehtereenTolgens 



OA 

Ac 



/-'■-l^L->-i. 



CD 



1 

8 " 16 



DO 1— a i— a i— a 
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De som der imagiiiaire doelen moet nnl Bgn. Dna is 

Vo Oos B 16 V 1 

Q 

Substitueert men in de laatste integraal ^ = Tg , dan is 
roer aeer kleine waarden Tan S 

l-y* J Cosd 

l — « O 

Hierdoor gaat de vergelijking over in 

B 



ƒ 2 'i^2CoB=' 
Cosd 



2/ 

~ = — . 

d 16 

O 

Be ftmotie onder het integraalteeken wordt niet meer onein- 
dig, als h tot nul nadert. We vinden dan ^ir* voor de ge- 
vraagde waarde. (J. O. K.). 

lY. We hebben 



Jo Coè$ Jo Jol+yOwB h l+yCosö 

-/.'^*-'.C'"">->-T- 

Bovenstaande vergelijking is een bijzonder geval van do 
vergelijking in Tnhlo 31 B, 8) uit de Nouv, Tables d' Int, définks 
van D. BiBRR^s D£ Haan. (C. .S.). 

Vraagstuk CLVIIL 

Bereken de som der reeks 

a (log2)'» ^ 3(log3)' ^ 4(log4)' ' 

(W. Mantel.) 

Opgelost d(for W. Mantel. 
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Oplossing. 

Zijn de logarithmen in de reeks Briggiaansche , dan yindt 
men met behulp van een gewone tafel de volgende waarden 
1 

van f/f» = r=- 

« Oog «)* 

tf, » 5,517602 

U3 = 1,464270 
«4 = 0,6897006 
Ui = 0,4093672 
». = 0,2752458 

=0,2000266 
«, ««0,1632668 

» 0,1220226 
tt,o = 0,1000000 

8omio = 8,931502 

Heeft men In de opgave met Neperiaansche logarithmen te 
doen, dan moet dit getal met de tweede macht van den mo- 
dulus 0,46429448 worden yermenigTuldigd , waardoor men vindt 

8,0 = 1,684547. 

De ooayergentie der reeks is aeer swak. Onderzoeken wg 
hoeveel termen noodig zouden zijn om door dadelijke sommee- 
ring een redelijke benadering, te verkrggen. Hiertoe hebben 
wg de ongelijkheden 

«OogH)»'^ filognlog(n— l)"^ lognlog{«- 1) log(»— 1) loga' 

^ (ïi^ log (» - 1)) (log (n -h 2) ~ log(n + 3))''*" * 
en dus 

1 

s «*< 



••+1 log» 
Eveneens 



i»log»log(f»+l) ^ logfilog(fi + l) log*» log(ii+l)* 
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l 1 

,ïr^\Iog(ii + l) log(« + 2)y ' \Iog(n4 2) log(n4-3) 
en das 



S tt* > • 

n + i log (» 4-1) 

Bjl de door ons berekende som yao negen termen is dus nog 

een oorreoiie te voegen, die tussohen , en - — ligt. 

log 10 log 11 

Nu is T-^TTTT = 0,434294 en -r-^ = 0,417032} de som der 
log 10 log 11 

reeks is dus begrepen tnasclien 2,101 en 2,118. 

Maakte men van dese eorrectie geen gebruik, dan sou men, 

om de som in zes deoimalen te kennen, zooyer moeten som- 

moeren, dat de fout kleiner dan een millioenste werd. De font 

1 6 

is ten naasten bü . Bus zoude men n = e^^ moeten nemen; 

log» 

deae » is een getal van 48480 cgfors. Met behulp Tan de 
aangeweaen oorreetie sou men de som in xes decimalen nauw- 
keurig yinden , als log (» + 1) log n kleiner dan een milli- 
oenste is; biertoe cgn ook nog millioen termen noodig, soodat 
bet werk de grenzen der menschelgke krachten yer te boyen 
gaat. 

Met behulp yan de sommatieformule yan Eulbr yindt men, als 

^ X (log x)^ 

gesteld wordt, 

• V»(log»»)* 2»(log«)» 1.2*^^ ^ 1.2.3.4'^'^^^ 

1 1 + 2 
Hierin wordt de integraal = — , ^'(«) =* ^ , 

QP 4- 22i'+ 36/ 4- 24 
= ~ , . . als log fi door l wordt 

voorgesteld Door 7i = oc te stellen vindt men, dat de con- 
stante C gelijk aan de som van onze oneindige reeks is; deze 
uum is derhalve aldus voor te stellen 

0-84.— --'- ^ + - Sf'' 4- 22^^ 4- 36/ 4- 24 
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Yoor «t s 10 is S» = 1,684547, sooals in het begin ii berekend; 
dan is — = de modolus » 0,434294. Met weinig moeite bere- 

t 

kent men de Bom der reeks; zij is in zes decimalen nauwkeurig 

C = 2,109918. 



Vnngstuk CLIX. 

Gevraagd een integraal van de vergelijking 4-J'=o» waar- 
aan voor x = X de waarde y = o voldoet. 

(W. Mantel.) 
Opgelost dpffr W. Mantel en W. A. Poobt. 

Oplossing van W. Mamtbl. 
Stelt men in de yergelyking y = 2 + dan vindt men 

a:^^ + ƒ = S K* -1) + J«* +— ^= O ... 1), 

waarbg g^i nnl te nemen is. Dos is aehtereenvolgens 

l)^to = 0, (*-t-l)A^-f^o=0, (*+2)(A+l>»+ir,«0...2). 

Neemt men hierin 1, dan is yo willekeurig; dit levert de 
bgzondere integraal 

jr.-i7o^«- 2 +2^-2a.8a.4+ 2». 3». 4V6 ~ * * * j 

op. Voor h = O is ^0 eveneens willekeurig, doch zijn de overige 
coëfficiêDten y oneindig gruut; deze onderstelling is dus niet te 
gebruiken. 

In navolging van Frobenius {Journal von Crelle^ deel 76, 
bhs. 214) laten we h eerst onbepaald en drukken we^, , ^t, ... 
in uit. Uit de waarde 

A X \ 

^ ~ ^""^ l h{k + 1) k{h4- l)\A+2) A(A+l)^i-!.2)'(A+3)"^ "T 

die uit 1) en alle voorwaarden 2) op de eerste na volgt, blgkt 
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dsa, dat we met een opUMabg der vergelijking 

te doen hebbea. Hierin sg ^o^AAq. Differentiatie naar k 
geeft dan 

• • dy 

Yoor A s O wordt het tweede lid nul » waaruit Yolgt dat — een 

ah 

tweede integraal ia. Dus is 

of na uitwerking 

Jf. = >J« log ^ [--+-- + ~ .J 



ar* J-* 1 



waarin gesteld is 

2 2 2 2_ l 

12 3 <■ + 1 m 

De algemeene integraal nu ia y = Sfi + yg. Oemakkelgk yeri- 
fieert men, dat de reeksen eonvergeeren voor alle waarden Tan 
« en de ontwikkelde oploning dus algemeen ia. 
De voorwaarde, dat y nnl wordt voor « = 1 , geeft 

if = 0,5767249 .. . + 1,0020415 ... V 

Had // nul moeten worden YOor x= dan zou men ge- 

vonden hebben 

1,5906370 . . . iyo + Ao log 1)| — 1,5563369 . . . il« = O 
en was de integraal onbestaanbaar geweest 

Aavmbrkino. De gegeven vergelijking heeft twee integrap 
len y, == /(«) en y, = /(«) log 2; + P(«) , waarbg /(«) en F(«) 
holomorphe foncties zgn (vergelyk vraagstuk 152). Als het 
argument van « met 2ir toeneemt is y/ssyt en y/=2irjyi+y, 
geworden. 
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Vraagstuk CLX. 
Integreer de gelijktijdige pardeele difièrentiaalveigelijkingen 
dif do du ho du ^ 

(W. Mantel.) 

Opgelost door W. Mantel. 
Oplossing. 

De tweede Tergeljjking met m Termenigfuldigende en bij de 
eerste optellende, Terkrggen wg 

(du \ / dc . \ du èo , 

Als dus m soo gekosen wordt» dat m* + iiid + a = 0 is, 
dan wordt 

d(M + d(v -\- mif) + wa;) -+- wiy) _ ^ 

d« i!y dip " ' 

dus u -f = + »«y). Dewfll wj twee waarden van m 
hebben, kunnen wg als algemeen Integralenstelsel opgeyen 

Bijzonder geval Als w, — is, dan levert het boven- 
staande slechts een integraalvergelijking. Om de algemccne 
uitkomst op dit bijzondere geval toe te passen , neme men 
eerst m, = ,n ^ m , — tn, -f^ ^ cn late men è tot nul naderen. 

Het integralenstelsel is dan 

Neem nu aan, dat ^ = \p -\- Bf \b y dan levert het verschil 
dezer vergelijkingen de betrekking 

- = ^/"(t; 4- my) - (t» + wy) + . . , . 

Na deeliDg door S worde S = O gesteld. Als integralen- 
stelsel vindt men dan 
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Vraagstuk CLXI. 

De punten (o, o, i), (o, i, o), (i, o, o), (i, i, i) zijn de 
middelpunten van de vier gelijke bollen , B, , B^ , B3 , die elkaar 
twee aan twee aanraken. Gevraagd de coördinaten van het middel- 
punt van den bol B, uit de reeks van even groote bollen, die hier* 
door «oidt bepaald , dat vier opvolgende bolleD dkaar twee aan 
aanraken. (Dr. P. H. Schovtb.) 

Opgelost iioor T. J. Allersma, W. Mantel, A. E, Rahusen 
€n Dr. C. Stolp. 

Oplossing van A. E. Rahusen. 

1. Het zwaartepunt der punten B„-^i, Bn + a, Bn-^s moet 
met dat der punten B», samenvallen. Hieruit volgt de 
betrekking 

waarin of een der coördinaten xj, yj, 2, óf den vector van Bj 
voorstelt. Schrijven we deze betrekking in den vorm 

36.+4 — 2^+8 — 2ft,4.i — 2^,4.1 + 3*. = O, 

dan bljjkt, dat men te doen heeft met een reounrente reeks 
van punten, waarraa — 2jp* — 2jfi — 2« + 8^0 de voort- 
brengende vergelijking is. Deie vergelgking heeft een dubbelen 
wortel + 1 en een paar onbestaanbare wortek Ooscr ±. t Sincr, 
waarin Gosa = — f , Sina = ^1/5 en dus a= 131^48'37'' is. 
Yoor den algemeenen term ^« der reeks vindt men dus 

= C, 4- Ca« -f G, Cos na + C4 Sin na. 

Bepaalt men hierin de coêffioiSnten soodanig, dat voor 
ft = O, 1, 3, 3 de waarden ^, ^tt h verkregen worden, 
dan vindt men 

10«« = (6^b + 5«, H- 2éa — 3*a) + (- 36o — + 6, -|- 36, )n 
+ (4*0- -<26,+8*,)Cosna+(- 6o+8*t - 

2. Tot hiertoe is ondersteld , dat , 5, , 6, , willekeurig 
xgn. Yoor de in het vraagstuk gegeven punten geldt echter 
de betrekking = 60 + *i + ^ » 
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en vinden we voor de coördinaten van B. 



^ Sin wa 



ï?f Sin*.», 



14 



lOy = 2 + 2« — 20oBita + ^j^Sinna, 

lOgss 3 + 7 CoB ita + Vb Sinfia. 
Door oTOr te gaan tot de nieuwe oodidinaten 

▼eroenTondigen dece Tergelijkingen zich tot 

= ^ , Jf' = T^Kê Sin (na - 0) , «' = t^Kë Coe («« + 

waarin Sin /3 =^ - ^^Vd^, Cos /3 = ^\V6 en /3 = 17° 43' 
is. Dus liggen de punten B op een schroeflijn met de x'^as tot 

aB. De straal der Behroeflgn iB^^K 6, de spoed is De 

vlakken , die twee opeenvolgende punten uit de as projeoteeren , 
sluiten een hoek a in. 

Aanmerkingen. I. In het drietallig stelsel gesohreTOn i^n 
de coördinaten der punten 6o > « ■ • * • aohtoreenTolgens 







z 


0 


0 


1 


0 


1 


0 


1 


0 


0 


1 


1 


1 


1,1 


1,1 


-0,1 


2,02 


0,12 


0,11 


2,001 


1,221 


0,202 


2,2012 


1,1122 


~ 0,1022 


10,02221 


1,10011 


0,21112 


10,011122 


2,122202 


0,022121 


11,0100011 


1,2022101 


- 0,0210001 


11,10002202 


2,02202212 


1,00020211 



(W. M.) 
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III. De ligging der bollen om de schroefas zou zuivere 
periodiciteit vcrtoonen als a = Bg Cos \ een meetbare verhou- 
ding tofc 2ir had Nu is dit slechts bij benadering het geval. 
Neemt men a = ^^.2'Ky dan is de fout uog geen 12'; elk 
dertigtal bollen yertoont dus ongeveer dezelfde figuur. Nauw- 
keuriger is a = • 2^ } waarbij de fout elechts een paar 
seconden beloopt (W. M.) 

IIL In liet ZeiUehrift f. Krystallographie u, Minerahgie 
?an P. Groth wordt deel 23, blz. 164 gesproken van «einem 
cylinderfthnlieben Körper, in welchem die Kugela, wie F. 
Dëlp^ino gezeigt bat, angeordnet sind wie die Bl&tter von 
Quincunciale Phyllotax." ,Die auf einer Schraubenlinie lie» 
genden Kugelmittelpunkte** — heet het verder — „bilden die 
Ecken von regularen gleichen Tetraedern, deren je zwei eine 
Fliiche gemein haben." Deze reeks wordt dan een helico- 
tetraedrische zuil genoemd. 

In fig. 73 is de as van de schroeflijn aangegeven ; Co, C, , C^ , C, 
zijn de projecties van B.i, B, , B^ , B, of van Bq', B,', B,', Bj 
(vergelijk fig. 74) op de as (Red.). 



Vraagstuk CLXIl. 

Ken punt M beweegt zich langs een cirkel met onveranderlijke 
sneliicid r. Gevraagd volgens welke wet het vlak van dien cirkel 
om een bepaalde middellijn wentelen moet , opdat de snelheid in 
de ruimte steeds 2£ zij. Tevens de baan van het punt te be[)alen. 

(M. H. Spruvt.) 

Opgelost ifoor T. J. Allersma, W. Bouwman, T. Braivden- 
BüRO, W. A, Poort, M. H. Spruvt, Dr. C. Stolp, F. J. Vabs, 
H. DB Vries en P. de Carpentier Wildervancr Jr. 

Oplossing. 

We noemen de middellgn om welke het vlak yan den eirkel 
wentelt de as, den door de wenteling ?oortgebrachten bol de 
aarde, de Terseliillende standen van den wenteleoden eirkel 
meridianen , de eirkels in vlakken loodrecht op de as parallel- 
cirkels. Ontbinden we dan de snelheid op een gegeven oogen- 
blik volgens meridiaan en parallel, dan blijken beide ontbon- 
denen « en e standvastig te zijn. Dus is de baan van het 
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punt M een loxodromiBche kromme , die alle meridianen onder 
hoeken van 60° snijdt. 

Is R de straal des bols cn zijn 0 en ^ geographiscbe lengte 

dB 

en breedte van H, dan stellen R Cob d — en R — deraelhe- 

den langs parallel en meridiaan voor. Dus gelden de betrek- 
kiDgen j K 3 K Cos ^ — = R = c. Langs den gewonen 
weg Tolgt hieruit 

iöK3c=logTg(^ + é^) 1) 

▼oor de vergelijking der baan. 

De beide polen zijn asymptotische punten der baan. 

De boekanelheid der draaiende beweging is minimum j 
aan den equator en oneindig in de polen. 

- ... ^. ... * g 

doorloopen. 

De projectie der kromme op het equatorrlak heeft de vei^ 
gelijkiiig 

Dit volgt onmiddellijk uit eliminatie van ^ tuasohen 1) en 
R Cos ^ — r. 



Vraagstuk CLXIII. 

In een zelfde vlak liggen twee perspectieve coUineaire vlakke 
stelsels. Mét een dikel uit het eene komt in het algemeen een 
kegelsnee uit het andere overeen. Door een gegeven punt een 
dikd van het eerste stelsel te brengen met welken in het tweede 
weer een cirkel overeenstemt. (H. de Vries.) 

Opgelost door W. Bouwman en U. de Vries. 



Oplossing. 

De perspectieve verwantschap der stelsels 21| en is be- 
Wiwt. üPö., Dl VI. 21 
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paald door oentrum van perspectief O , as van perapeotief a en 
de aan a evenwijdige vluclitlgii v (fig. 75) Tan 2|, die met 
2a» van Sb OYereenstemt 

Elke willekeurige cirkel Tan 2| bepaalt op v een inTolutie 
Tan paren toegOTOegde ponten; deze inTolutie wordt nit O op 
2w bepaald. Wil de OToreenkomstige kegelsnee ook een cnrkel 
tSjn, dan moet de laatste inTolutie op /« worden ingesneden door 
een om een willekeurig punt draaienden rechten hoek en een om 
O draaiende rechte hoek dus de eerste inTolutie op v kunnen 
Toortbrengeu. Anders gezegd, deze inTolutie op v moet de 
projectie H Tan O op v tot centraalpunt en het negatief ge- 
nomen Tierkant Tan HO tot macht hebben. Hieruit Tolgt 
dan, dat* het middelpunt M van den gevraagden cirkel C op 
HO liggen en het positief genomen Tierkant Tan HO de macht 
Tan H met betrekking tot dien cirkel zgn moet. Is A het 
gegOTen punt en bepaalt men op HA het punt A' zoo, dat 
HA.HA'=:SÖ' is, dan is de cirkel door A, A', die zgn 
middelpunt heeft op HO, de goTraagde. 

Alle cirkels Tan het stelsel 2, , die in cirkels OTergaan , 
Tormen een bundel; deze is door de rechte l|jn v en den punt- 
cirkel O bepaald. De OTereenkomstige cirkels Tan 2, Tormen 
OTeneens een bundel bepaald door de Tluchtlijn v' en den 
punteirkel O. 

AANiiERKnra. Is O oorsprong Tan een rechthoekig coördi- 
natenstelsel en stelt yait de liju v Toor, dan is de Terwant- 
Bchap tusschen de OTereenkomstige punten (a^i, yi) en (o^, y,) 
Tan 2f en 2i uitgedrukt door de Tergelgkingen 



Dus komen met de onbestaanbare cirkelpunten = — »ya = ^ 
van Sa de punten a:, = zt ik, y, = k van S overeen en zijn 
alle cirkels van S, , die na transtormatie cirkels gebleven zijn, 
door de vergel^king 

«»-|-y»-2/«(y-*) = 0 

voorgesteld. Werkelijk ia dit eeii bundol, die voor /u = O den 
punteirkel O en voor fi = « de Ign t> opleyert (W. B.) 
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Vraagstuk CLXIV. 

Van de in bet rongs vraagstuk bij een willekeurig aangenomen 
ciikel befaoorende kegelsnee K' de assen, de toppen en de vier 
snijpunten met C' recbtstieeks te constnieeren. 

(H. DE Vries.) 

Opgelost {foor W. Bouwman en H. de Vries. 

Oplossing van H. de Vries. 

De Terwantsobap tusschen de stelsels 2| en 2s wordt weer 
vastgesteld door het centrum O (üg. 76) , de as a en de aan 
a evenwgdige ylucbtlijn 9 van 2, aan te wijzen. 

Is V de pool van v ten opzichte van den in S| gegeven 
cirkel dan is het overeenkomstige pont V' middelpunt van 
K\ En de involutie , die de toegevoegde middellonen van E' 
op /<B bepalen , is de projectie uit O op v van de involutie der 
toegevoegde punten met betrekking tot 0*. Om de richting 
der assen van te vinden, heeft men van de involutie op » 
dus het paar te construeoren , dat uit O onder een rechten 
hoek gezien wordt. 

Is de pooUgn van O ten opzichte van O' en de lifn 
evenwgdig aan a^, die den afstand van O tot Oq middendoor- 
deelty dan bepalen O, en fo als centrum, as en vlachtiyn 
een involutorisohe perspeotieve collineatie, waarin 0^ met zich 
zelf overeenstemt ; met elk punt P van 0^ komt dan het tweede 
snijpunt van O* met OP overeen. Is Yq het snijpunt van 0 
en Po zgn Yi en Ya de sngpunten van v met den uit Yq 
met YqO beschreven cirkel, dan zijn OY, en OY9 evenwijdig 
aan de assen van E'. Dit zal bewezen zijn, zoodra aangetoond 
is, dat (V|, V2) een paar is van de involutie der toegevoegde 
punten op 9. Dit volgt hieruit, dat Y, en Y, harmonisch 
liggen met de sngpunten van v en 0^ Wijl vo de machtlgn 
is van en den puntcirkel O, is OYo in lengte gelijk aan 
de raaklgn uit Yo aan C. Z^n X en T de bestaanbare of 
onbestaanbare sngpunten van « en C, dan geldt dus de be- 
trekking VÖVT^ = Vo?;' = VqX . VoY , wat de harmonische 
ligging bewijst. 

De lijnen VV, en VVj snijden in do puntonparon (D, E), 
(F, G). De met deze punten overeenkomende punten (D', E'), 
(F', G') zijn de toppen van K'^ 

Twee van de vier snijpunten van C' en E* liggen op a , 

21* 
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wjjl de punten van a met hun overeenkomstigen samenvallen. 
De twee andere sngpunten levert ons de lijn VoA^, die het 
punt Yo met het snijpunt van a en qq verbindt. Dease lyn 
komt nl. in beide coUineaties, in de gegevene en in de involu* 
torische , met de hjn h door Aq evenwijdig aan üVq overeen. 
Zij snijdt den cirkel in de twee punten 13,, B^, waarvan de 
overeenkomstige punten B', , B'j op 6 volgens de gegevene 
coUineatie op en volgens de involutorische colUneatie op 
moeten liggen. Dus zijn B'i, Ba inderdaad de beide 
overige Bngpunten van en K'. 

Aanmerkiho, Ten einde de vier toppen te kunnen teekenen, 
ia in de figuur aangenomen, dat v en CP geheel buiten elkaar 
liggen en K'' dus een ellips is. Voor dit geval kan het in- 
voeren der onbestaanbare snijpuiiton als volgt vermeden worden 

Beschrijft men uit H als middelpunt den cirkel (H), die C* 
loodrecht snijdt, dan zal deze deo uit Yq met YqO beschreven 
cirkel (Y„) in tweo punten van HM snijden. Wijl de beide 
cirkels (H) en (Yq) don gegeven oirkcl loodrecht snijden en 
M met betrekking tot beide dus dezelfde macht heeft, gaat 
de natuurlijk op de lijn r der middelpunten loodrecht staande 
machtlijn door M. Wijl H het middelpunt van een der cirkels 
is, zijn deze snijpunten van (H) en (Yq) op HM nu bestaan- 
baar. Snijdt (11) de lijn v nu in W, , Wj, dan is dus 
HW, . HWa = HY, . HYj waaruit dan volgt, watmen beweerde. 

Als V en elkaar raken in H en dus een parabool 
wordt, valt een dor punten V,, Yj , bijv. Y| met H samen. 
De tweede raaklijn uit Y^ en haar raakpunt gaan J ftn in de 
topraaklijn en de top over, enz. 

Als V en elkaar in bestaanbare punten snijden en K* dus 
een hyperbool is, bepaalt men gemakkelyk de asymptoten 
dezer kromme. 

Vraagstuk CLXV. 

Op te lossen de differentievergtlijking 

waar Us en achtereenvolgens en voorstellen. 

(Dr, J. DE Vries.) 
Opgelost door H. J. Krantz , W. Mantel, W, A. Poort en 
Dr. J. DE Vries. 
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Oplossing. 

Uit de gegovea yergelijking volgt 

14=', ±: 3m^ 4- 3u, ±, 1 



en dus 

of 
d. i. 



Sn*. -H 1 

«,+1 - 1 U - ij • 



Dus volgt verder uit 

Um+ 1 



•r,- 1 

als oplossing van hei Tiaagstuk 



Vraagstuk CLXVI. 

Gegeven twee projectieve vlakkenbtindels («) en («') met elkaar 
kruisende assen a en Men stelt het kwadratisch regelvlak, dat 
de meetkundige plaats is van de snijlijnen der overeenkomstige 
vkkken « en «' door H voor. Als (a) vast blijft, doch («') om 
a' draait, doorloopt H een stelsel (H). Men vraagt (H) te onder- 
zodcen en o.a. de regelvlakken te bepalen, die door een gegeven 
punt gaan, die een gegeven rechte aanraken, die een gegeven 
vlak aanraken. Wat voor bijzonderheden doen zich voor als («) 
en («') gelijk zijn? (J. Neuberg.) 

Opgelost (/oor Dr. P. H. Schoute. 
Oplossing. 

Bij draaing om a' blijven de isotrope vlakken V' en W' door 
a' op hun plaats. Zijn V en W de overeenkomstige vlak- 
ken van (a) en r on n- de snjjlijncn (V^, V') en (W, W), dan 
zijn a, tt' , r, tv aan alle oppervlakken (H) gemeen en vormen 
deze dus een buudelschaar met den gedeeltelijk onbestaanbaren 
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BoheeTen vierhoek ava'w tot basiskiomme. Dub gaat er een 
oppervlak H door een gegeven punt en raken er twee een 
gegeven Ign en een een gegeven vlak aan. 

Het door een gogo ven punt P gaande oppervlak H wordt 
verkregen door den bundel {a') om n' te draaien tot het met 
vlak (a , P) =a « overeenkomende vlak a' door P gaat. 

De oppervlakken (II) snijden een willekeurig gegeven rechte 
r in de puntenparen (M, ^L') eener kwadratische involotie. 
Want, aU men M aanneemt, is het oppervlak H en das ook 
het overeenkomstige punt M' bepaald en gaat men van nit, 
dan vindt men M terug. De raakpuntén van r met opper- 
vlakken H zijn de dubbelpunten van dese kwadratische involutie. 

De snijpunten (M, M') van r met een oppervlak H zgn de 
dubbelpunten der projectieve puntenreekaen door de bundels 
{a) en {a') op r bepaald. Wordt r door drie vlakken , , , 0(3 
van {a) in P, , P,, P, en door de drie overeenkomstige vlak- 
ken a/, ^ van {a*) in Q, , Q,, Q, gesneden, dan zijn 
(M, M') dus de dubbelpunten der reeksen (P,PaP, . . . .) , 
(QiQaQs • •)• GFaan Q, , Q,, door {a') om a' een zeke- 
ren hoek te draaien in R|, K^, R9 over en zgn (N, N') de 
dubbelpunten der reeksen (PiP^P, ....)> (I^Ri^ ••••)* 
zijn (M, U')f (N, K') twee paren der involutie op r , waarvan 
de dubbelpunten moeten worden gezocht. 

In een willekeurig door r gebracht vlak |3 kan de bepaling 
der gezcKshte punten nu als votgt. geschieden. We zoeken de 
beide ten opzichte van r symmetrisch gelegen punten S' en S'', 
waaruit men de puntenreeksen (QiQiQs....), (R|RsBs .. . .), 
onder gelijke hoeken ziet, zoodat Z. QiSRi —/i QaSR^ = ^ QsSK,, 
enz. Deze punten S' en S'' zijn bestaanbaar, wgl de beide 
projectieve puntenreeksen Qt en Ri blgkens hun ontstaan geen 
dubbelpunten kunnen hebben. Zijn T' en T'' de verdwgnpun* 

ten van (QiQ«Q, ), (R,B^R, . . . . .), is U' het mid- 

den van T'T'^ en U'^ het punt der tweede reeks dat met U' 
van de eerste overeenkomst, dan zijn 8' en S'^ zoo op de 
loodlijn in U op r gelegen , dat VW* = XTW* - U'ü* . U'T* 
is. Heeft men verder uit beide punten 8', 8^ de keus 8' gedaan, 
dan construeert men het pnnt 8 , wsarvoor ^ P|8P^ = ^ Q|S'Q, 
en ^ Ps8Ps ^ QiS'Q» is. Hierdoor bereikt men, dat de 
stralenbundels 8 (P,P,P3 . . f S' (0,0,0, . . . .)i 8' (R|R»R8 • • O 
0d^k agn en de puntenparen (M, M'), (N, N') der involutie 
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op r dus de BD^punten sgn Tan r met de door 8 en 8' ge- 
brachte cirkels. De raakpunten van r met door 8 en S' 
gaande cirkels zj|n dan de gevraagde punten; zg agn bestaan- 
baar als 8 en 8' aan dezelfde zgde van r liggen. 

Een willekeurig gegeven vlak ^ mag a in A en o' in A' 
sngden. Raakt een oppervlak H dit vlak ^ aan, dan moet 
het een in ^ gelegen beschrgvende Ign bevatten; dit moet de 
Ign / = AA' zgn. Nu bepalen « en / een vliüc a van den 
bundel (a) m a' en l den stand, waarin het overeenkomstige 
vlak a* van den bundel (cr') door draaiing om o' gebracht 
moet worden, om met («) het oppervlak, dat f aanraakt ^ 
voort te brengen. 

Als de vlakken bundels (a) en {a')gd^k zgn, zijn alle regel- 
vlakken H orthogonaal , d. w. z. voor elk oppervlak H staan 
dan een beschrgvende Ign en een richtlijn loodrecht op elk 
der beide reeksen van evenwgdige cirkel vlakken. 

Omtrent het algemeene geval vergelijke men Neuberq'b 
mededeeliog op het Congres tc Oaen {Annuaire de VAssoeiatUm 
fran^ise ^ 1894) getiteld „Notes diverses" en wel no. 3, 
yQuestion de géométrie projective." Omtrent het bijzonder 
geval vergelijke men mgn opstel in de AnnaUs de Delft ^ 
deel 3, blz. 61. 

Vraagstuk CLXVII. 

In een vlak zijn drie lijnenparen {bt^b'x), (^z, ^'x) met 

de snijpunten A, B, C gegeven. Gevraagd de vergelijking der 
meetkundige plaats van het punt M, waarvoor de lijnen AA', BB', CC' 
door deze lijnenparen achtereenvolgens harmonisch gescheiden van 
AM, 6M, CM door een zelfde punt M' gaan. Tevens de veige- 
lijking der omhullende van de rechte MM' te vinden. 

(J. NSUBERG.) 

Opgelost door J. Neuberg en W. A. Poo&t. 

Oplossing van J. Neubëro. 

Vervangt men de drie gegeven lijnenparen door drie kegel- 
sneden A,^, B,*, die niet tot een zelfden bundpl bchooren, 
dan vindt men, dat de meetkundige plaats van het punt M, 
waarvan de drie pooUijnen met betrekking tot deze drie kegel- 



Digitized by Google 



828 



WISKUNDIGE 



sneden door een aelföe pnnt M' gaan, een kaMaohe kromme 
▼an den derden graad is, die men de kromme van Hbsss van 
de drie kegelsneden of yan het door dese kegelsneden be- 
paalde kegelsnedennet noemt. Bovendien omhnlt dan de reehte 
Mlf ' de kromme Tan de derde klasse , die als de kromme van 
Oatlbt Tan het net bekend staat. 

Men vergelijke hieromtrent 04u Gübdslfinger-Difobldby'b 
„ Vorletunffm ausderanal. Oeom, dtr Kegél8<!kniUehU,2lS— 22!^, 

In het vraagstuk worden de vergelijkiDgen der beide kubisdie 
krommen gevraagd. 

1. Zijn (ff, = 0,o'.= 0), (6, = 0,d',= 0), (c. = 0,c^. = 0) 
de vergelijkingen der drie gegeven lijneDparen en (yi t Vi • ^3) 
en (2,, z^, ^i) de coördinaten van M en M', dan gelden de 
betrekkingen 

Dus geeft eliminatie van 2,, z^^ voor de meetkundige 
plaats van M de vergelijking 



Door ontbinding gaat dit over in 



= 0. 















«3 




ft'. 








ft'. 


ft'. 


ft'3 





















Het eerste lid dezer vergelijking bestaat nit aoht termen; 
ieder dezer termen is het produci; der afstanden van M tot de 
zyden van een driehoek ingesloten door een der lijnen van elk 

A 

paar, vermenigvuldigd met den vorm—-, waarin A het opper- 

vlak en B den straal van den omgeschreven cirkel van den 
driehoek der drie Overschietende lijnen voorstelt. 

2. Elk der Ignen MM' sngdt de drie gegeven IjiDenparen in 
drie pnntenparen (A„A',) , (B, jB*,) , (C, ,Cr,) eener involufie . die 
(M, M*) tot dubbelpunten heeft. Zijn (yt^^y^) en («n^a,^:,) de 
coördinaten van twee willekeurige punten P en Q van Mlf, 
dan kunnen die van A, in de gedaante + D^t (j== 1 , 2, 8) 
geschreven worden. Wijl A, ap 0,^0 ligt, wordt voor a 

dan de waarde gevonden. Evenzoo vindt men voor de 

4fe 
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grootheden 0, /3', 7, 7', die op oyereeokometige wgs de 
punten A' , , B , , B' j , C , , C' , bepalen , achtereenvolgens de waar- 

- — — , — Nu is de Toorwaarde, 

b, Cg 



den 



dat (A,,A',) (B,,B',) (C,,C',) invulutorisch liggen (zie ca. 
Hesse's VorUsungen über die anal, Geom. des Eaumes, bl. 106) 



1 , et of f oLüi 
1, P + P', 

1 » r + 7 > 77' 



= 0, 



of 



«3-7) (y-aO («-j30 = (/3'-7) (y -«) («'-0) 

en duB 



= 0, 



of 



Door transformatie gaat deze yergelgking in die der om- 
hullende Tan MM' oyer. We hebben n1. 



5^22/3 



+ 



//3yi 



en dus, wijl de drie tweede factoren evenredig zijn met de 
Ijjucoördinaten m, , u^, van PQ, d. 1. van MW , 



ft, b., h 
I 



3 

2 " 3 



«I «a «a 



Door op de overeenkomstige vormen een soortgelijke her^ 
leiding toe te passen gaat de gevonden vergelijking orer in 
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Het is niet zoo eenvoudig van deze vergelijking') een meet- 
kundige beteeken is aan te wijzen. 

AAVHiRKiNOBif. L De dualistisch tegengestelde vraag van 
het tweede gedeelte, d1. de meetkundige plaats te vinden van 
het punt M, waarvoor de drie paren van stralen naar drie 
paren gegeven punten involutie vormen, maakt het uitgangs- 
punt uit van Sohrötbr's synthetische behandelingswijze der 
kromme van den derden graad (^Die Theorie der ebenen 
Kwrwn driUer Ordnung*"), (W. A. P.) 

II. lu vraagstuk 09 van deel 4 der Wiskundiffe O/Mjaven 
is een ruimte-uitbreiding vun het dualistisch tegengestelde van 
het tweede deel der vraag behandeld. 

Als* ruimte-uitbreiding van dit tweede gedeelte zelf vinden 
we het voljrende: De meetkundige plaats der lijnen /, die 
drie vlakkenparen (of drie kwadratische oppervlakken , welke 
niet tot een zelfden bundel behfxironj in drio puntenparen in 
involutie snijden, is een complex van den derden graad. 

(P. H. S.) 



Vraagstuk CLXVIII. 

Zooals bekend is, liggen de vier hoogtepunten a, (i, 7, J van 
de driehoeken fiaf, cda , dab, abc, die drie van vier gegeven 
rechten a, b, c, d \o\ zijden hebben, op een zelfde rechte. Men 
vraagt de vierzij abcd te construceren als gegeven zijn; 

I®. twee zijden en twee hoogtepunten ; 

2°. de zijde a, het snijinmt ab en drie der hoogtepunten; 

3**. de zijde a en dc vier hoogtepunten. (ƒ. Neuberg.) 

Opgelost door Dr. P. H. Schoxjtb, 



Zoo als men weet, zijn de drie puntenparen a'x = 0, ^^x = 0, y'xsO In 
jnvolutio onder de voonraarde =s 0. Volg«n« het «,üebertngiiii|pi- 

principe" van Clebbck {JTwlrsHnijt n , h\x. 274) omhult dus de reeibto, die de drie 
kegeleneden n'^r — O, A'x = O , c-j — O in involutie snijdt , kromme van de 
derde klasse voorgesteld door {Aeu) {cnu) {a&u) = 0. Deze uitkomst gaat in de 
gevondciw over •!••*•» I^m, «*« verraageii vorden door «jss, bsl^s, (*^m. (Rbd.) 
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Oplossing. 

We duiden de snijpunteo aè, ac, crii, bc^ öd , cd achtereen- 
volgens met de letters P, Q, R, S, T, U (fig. 77) aan en 
onderscheiden nu sub. 1 de drie gevallen (a, 6, -y, S), 
(o , ^ , a , y), (a , ^5 , « , /3) , sub 2 de drie gevallen {a , P, /3, 7, S), 
(a, P, «, 7, S), (a, P, « , /3, 7), terwijl hot geval (a, a, ^, 7, 
sub 3 op zich zelf staat. Ia alle gevallen behalve het laatste 
is P dan bekend. 

1. Geval (a, /5, 7, S). Uit (a, 6, S) volgt c en uit (0, 6, 7) 
Tolgt d. Men vindt c; als verbindingslgn der punten Q, S, 
vaar de loodlgnen uit 8 op ^ en a neergelaten a en 6 snij- 
den, enz. 

2. Geval (a , 7). Men vindt d uit (a, 6, 7) en daarna 
c uit (ft, a). 

3. (z^pa? (a, «, )3). H' t punt U is het snijpunt der 
loodlijn uit a 0^ h met de loodlijn uit op «7. En de lijnen 
c, d door U zijn de raaklijnen uit U aan de parabool, die 
« en ^> aanraakt en a/3 tot richtlijn heeft. Het biandpunt P 
dier parabool is het snijpunt van de spiegelbeelden vaa 
ten opzichte van a en 6 ; de raaklijnen door U deelen dan de 
lijnen UV en UW loodrecht middendoor , als V en W de 
snijpunten zijn van den uit U met UF tot straal beschreven 
cirkel (U , UF) en do richtlijn. Wijl de snijpunten V en W 
onbestaanbaar kunnen zijn , is dit met du zijden c en d ook 
het geval. 

4. Geval (a, P, /-i, 7, Men vindt R als het snijpunt 
van n met de lijn door |3 evenwijdig aan PS en als de lood- 
lijn uit P op R7; daarmee is men op het geval 1 terecht 
gekomen. 

5. Geval (a, P, y, S). Hen yindt S als het snijpunt 
Tan de loodl^n uit S op a neer gelaten met de lijn uit a 
OTeow^dig aan Py getrokken en heeft dan 6 gevonden. Hier- 
mee is men weer teruggekeerd tot geval 1 (of 2). 

6. Geval (0, 7). Men vinét Q als het snjjpunt 
Tan a met de lijn uit ^ evenwijdig aan P7. Verder bepalen 
we het punt 8 door den driehoek PQS te beschouwen. Van 
dezen driehoek sgn P en Q bekend terwgl S op de lyn s door 
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a evenwijdig aan P-y getrokken en het hoogtepunt S op 
gelegen moet zijn. Doorloopt S de lijn s, dau beschrijft het 
hoogtepunt een hyperbool, de snijpiiiiten van deze met a/Sy 
doen de punten h der beide oplossingen kennen, enz. 

7. QwqI («, ik, j3, 7, S). We nemen (fig. 78) de richting 
der eTOnwgdige Ignen aS, 0Q, 7P willekeurig aan en zoeken 
de omhullende van P8 en die yan de loodlgn QY op PS, als 
de aangenomen richting yerandert. De Ijjn PS omhult een 
kegelsnee, die a, A = en de loodljjnen « en < uit 9 en 
Y op a neergelaten aanraakt. Dns omhult QY een kromme 
van de derde klasse , die a tot dnbbelraaklgn heeft; want, terwgl 
QY met a samenyalt voor de standen « en < yan PS, gaat er 
door een willekeurig punt van a één van a Tersehillende 
loodign QY. Uit S kunnen aan deze omhullende drie zaak- 
Ignen getrokken worden; dus laat dit geval drie oplossingen toe. 

Aanmerking, liehalve de beschouwde gevallen kunnen we 
nog andere onderscheiden. Zoo bijv. P, Q en twee der vier 
hoogtepunten, wat zich dan weer in (P, Q, 7, S), (P, Q, a, S), 
(P, Q, )3, 7), (P, Q, «, /3) splitst; of P, ü met twee der 
hoogtepunten als (P, U, «, /3), (P, U, «, 7). In de geval- 
len (F, Q, 7, en (P, Q, «, bepaalt men achtereen- 
volgens S, T, R, enz. Het geval (P, Q, /3, 7) is onmogelijk 
of onbepaald, w|jl P7 en Qj3 evenwgdig moeten zgn. In het 
geval (P, Q, (5) kan men eerst 7 vinden, daarna B, enz. 
Als (P, U, a, |3) gegeven is, zoekt men eerst a en 6; is 
(P, U, <v, 7) bekend, dan bepaalt men eerst b en d. 



Vraagstuk CLXIX. 

In het vlak van een gegeven vierzij adcd een punt te bepalen, 
waarvan de projecties op de zijden de hoekpunten vormen van 
een parallelogram of van een pseudovierkant (vierhoek met twee 
gelijke en onderling loodrechte diagonalen,) (J. Neubero.) 

Opgelost door J. Neubero en A. A. Nijland. 

Meetkundige oplossing van J. Nbuberq. 

Zijn (o, b) en (c, d) twee gegeven hoeken (fig. 79) en 
A, B, C, D de projecties van een willekeurig puut P op de 
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beenen c, d dier hoeken, dan gelden de twee Tolgende 
stellingen : 

!• De meetkundige plaats Tan het punt P, waarvoor de 
lijnen AB en CD in bepaalden zin een gegeven hoek met 
elkaar maken, is een cirkel gaande door de hoekpunten K 
en L der hoeken. 

2*>. De meetkundige plaats yan het punt P, waarvoor de 
segmenten AB en CD een gegeven verhouding tot elkaar heb- 
ben, is een cirkel, die al de cirkels door E en L loodrecht sngdt. 

Zgn deze stellingen aangetoond , dan is de oplossiDg van het 
vraagstuk onmiddellgk aan te wgzen. 

Betvijs van 1. üm de vierhoeken AKBP en CLDP kunnen 
ciikelti beschieven worden. Hieruit volgt Z. ABK = APK 
en Z. LCD = Z. LPD. Trekken we nu cerat de bcenen ö, 6, c, d 
door tot zij een vierhoek KMLN insluiten en dun uit M de 
lijnen Fi'ME en MF evenwijdig aan AB en CD, dan vinden 
v^'e, ala we onder hoek XYZ dien hoek verstaan , waarvan het 
been YX in den zin der wijzers van een uurwerk bewogen 
moet worden oni door den huek heen met YZ tot samenval- 
iing te worden gebracht, 

ZLPK = ZT-dPD +ZDPA +ZAPK, 

= Z LMF -h ir - N + Z E'MK, 

als a den hoek FM£' aanduidt. Dus is LPE standvastig 
met <r en de meetkundige plaats van P een cirkel door E en L. 

Bewijs van 2. Wijl KL' en LP do middellijnen zijn van de 
om de driehoeken ABP en CDP beschreveo cirkels, gelden 
de betrekkingen 

AB = KP Sin APB = KP Sin K , CD = LP Sin CPD = LP SinL. 

Is AB : CD standvastig, dan is KP : LP dit dus ook, enz. 

Wü men nu , dat ABCD een parallelogram , dan moet P 
een punt zgn gemeen aan de vier drkels, die aan de voor- 
waarden 

AB BC 

hoek (AB , CJD; = tt, koek (BC , DA) = ir, ^ = 1 , ^ = 1 

beantwoorden. En als ABCD een pseudovierkant moet zijn , is 
P een der beide snijpunten van de twee cirkels beanftwoor» 
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dende aan de yoorwaarden 

hoek(AC,BD) = ^, ^ = 1. 

Stelkundige oplossing mn A. A. Nijlan o '). 

InleuUnff» 1^. Zgn («, y) de roohthoekige coördinaten T«n 
een pnnt P en etelt men 

dan heeft men 

. »=•— • 

Men noemt z en z' de symmetrische coördinaten van P; van 
deze is z de voerstraal OP, z' de voorstraal ÜP' van het sym- 
metrische punt P' van P ten opzichte van de x-aa. 

2**. Het vierkant van den afstand PQ van twee punten 
P, Q met de rechthoekige coördinaten (t, y) , (ar,, y,) en de 
symmetrische coördinaten {z, z')y (z, , z\) is voorgesteld door 

(« - + (y ^ = (* - «.) («' ~ 

3®. De rechte , waarian « Gob a + y Sin a — p = 0 de nor- 
maalvergelijking van Hbbsb is, wordt in eymmetriaohe coör- 
dinaten Toorgesteld door 

z (Cos a — i Sin a) -\- z' (Cos a + » Sin <x) — 2/> = 0. 

Stelt men nn 

Cos a — » Sin a = a , Cos a -t- » Öin a = a' , 

dan gaat dese vergélgking OTer in 

az -r a'a' — 2p = 0. 

Hierbg gelden dan de betrekkingen 

, , fl 1 — t Tg a ^ . tt» - 1 

4®. Zijn 02 + a'z' — 2p = O , i« + i»'^' — 2? = O twee ge- 
geven rechten, dan vindt men voor den hoek dien ag met 



*) Deze oplossing i« door den beer Nbubbko geretoucheerd. 
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elkaar vormen 

T.y- Tga- Tgp _ . - 6^ 
^ l-^TgaTgfi a» + 6» 

T)iis is a = i de voorwaarde van evenwijdigheid en a = ± ih 
de voorwaarde van den loodrechten stand. Uit de eerste volgt 
ook a' = h' , uit de tweede ook a' = z+. W . 

Dus stellen az + a'z — 2/j = O en i{az — o!z') — 2^ = O twee 
loodrecht op elkaar staande rechten voor. 

Op2o8m^. Zgn a\z + «{V = 2p{ (t = 1 , 2, 3, 4) de veiv 
gelgkingen der zgdeo a, 6, é van den gegeven vierhoek en 
Z, Z' de BymmetriBohe oodrdiDaten van P, dan syn de lood> 
Ignen van P op die zjfden neergelaten door de yergelijkingen 
Oj (« — Z) — a\ {fi-^li) = O voorgesteld en hebben de voet- 
punten dus de coördinaten 

a, 2 2ai * a'i 2 2a'i * 

Paraüdogram, Hiervoor geldt de betrekking ««, 
die aich herleidt tot de beide vergelgidngen 

Z (ai^ — fla* + - ''4') = — PiOi -h P3«3 — P4at 1 
Z' (aV— a',^ -ha',» - a'*,) = j»,a', - + ^a', - p,o\ \ ' 

waaruit Z en Z' geconstrueerd kunnen worden. Want a'i en 
a zijn eenheidsvectoren op de loodlgnen uit O op de agden 
en hun spiegelbeelden met betrekking tot de «-as, enz. Wgl 
we met eerstemachtsvergelij kingen to doen hebben, vinden 
we een enkel punt P. 

FseudovierkatU. Hiervoor gelden de betrekkingen 



mod. («, — «,) = mod. (z^ — «2), — + — = O, 

waarvan de eerste door {z^ — ^r,) (2% — z']) = [z* — {z\ — sf^ 
vervangen kan worden eu uit beide dan weer 

wordt afgeleid. Deze geven tweedemachlHvorgelijkingon in Z 
en Z', in verband iiiermee, dat nu twee punten P gevonden 
worden. 
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Vraagstuk CLXX. 

Van een driehoek hebben de zijden met betrekking tot een van 
twee onderling loodrechte assen de wortels der vergelijking 
öq/' -h /"-I- saj^-\-a^ ~ o tot richtings-coefiicienten. Gevraagd 
de hoek van Brocard van dien driehoek. (J. Neuberg.) 

Opgelost dffpr T. J. Allersma en A, A. Nqlaiid. 

Oplossing. 

Zgn h, <3 de riehtinga^oofiffioitoten der drie sjjden, dan is 



Dos vindt men met behulp van de bekende formule 
Cot O» = Cot A H- Cot B + Cot C, 
die den hoek yan Brooabd bepaalt , de Tergel^'kmg 

ü0t«=^ , . 7 — V . 

(<« - - <i) - Q 

Stelt men teller en noemer Tan de breuk rechts door T en 
TS Toor, dan is 

terwijl op een standyaatigen factor na den disoriminant der 
yergelijking aangeeft. 
Nu is 

— 3'*, 3a, «3 



en dus 



Dit geeft 



«O V «0* «O* 



9 
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Verder is (zie Clebsch's VorUsungetif blz. 21 Ö— 221) 

27 

Dus viudeu we 



Aammkrkikg. Id do. 6 Tan Yraagstnk 136 worden de rich- 
tingscoëffioiënten der lijnen OM,, OM^ , OM 3 bepaald do<» 
de yergelijkiDg 

dX*x„t^ - 9AY)^* — 9XVo< -f yo = 0. 

De hoek van Buooakd vau een driehook, waarvan de zijden 
evenwijriig; zijn aan deze lijnen , kan dus nu gemakkelijk bere- 
kend worden. We hebben dan, als we deze vergelijking met 
die van ket vraagstuk overeenbreDgen, 

en dos 

aoo, — a,' » — 9X*(3A*V + yo^), «0^3 — «lOa = O, 
« , «3 - «a' = - 3A^ (3A V + yo') , 
Boodat we vinden 

Cotu, 

Ntt is (zie de Verhanddingen van het vijfde Natnur- en 
Qeneesk. Congres, Amsterdam, 1895 ,Over de traagheidsassen 
Tan een driehoek**) 

A = —^123 , 4 8 Cot « = «« + + c», 

F* =a* 4- 4* + c* - 2AV — 2c''a« — 2aH* = 4 S* (€0^ «» — 3). 
of 

3X = Cot w - l/Cfot»«-3 

en dns 

Cot«= 

Derhalve komen we tot het besluit, dat een driehoek, waar- 
van de zijden evenwijdig zijn met OM,, OMj, OM3 in hoek 
yan Brocard met driehoek ABC overeenkomt (T. J. A.). 
WuK. Oro.» Dl. VI. 22 
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Vraagstuk CLXXI. 

Een veranderlijke parabool raakt de zijden van dnehoek ABC in 
D, E, F. De lijnen AD, BE, CF snijden elkaar in een punt P, 
De lijnen door A, B, C evenwijdig aan BR, CF, AD snijden 
elkaar in een punt Q, die door A, B, C evenwijdig aan CF, AD, 
BE snijden elkaar in een punt R. Gevraagd de meetkundige plaats 
van de hoekpunten en de omhullenden der zijden van driehoek PQR. 

(T. J. Allersua.) 

Opgelost door T. J. Allersma, W. Mantel, A. A. Nijland 
en N. Ch. Spijker. 

Oplossingen. 

L Door evenwgdige projectie maken we- van driehoek ABC 
een gelgkzgdigen driehoek; de ingeschreven parabolen big ven 
dan parabolen. 

De raaklijnen eener parabool sngden twee van deze volgens 
gelijkvormige punteureeksen. Voor de stukken der raaklijnen 
in E en F, geldt dus steeds de betrekking CE : CA =: BA : BF. 
Uit deze door E en F doorloopen puntenreeksen volgt nu 
B (CEAoo ) := C (BAFoo ) = G ( qdFAB). Dus kunnen we ons 
voorstellen, dat de stralen BE en CF van de beginstanden BA 
en CA uit met gelijke snelheden om B en C draaien. Door hieraan 
de draaiing van AD om A toe to .voegen blijkt gemakkelgk, dat 
AD, BE, CF elkaar snijden in een punt P van den ömge- 
sehre ven cirkel van driehoek ABC. Yerder blijkt dan, dat de 
lynendrietallen door A, B, C evenwgdig aan BE, CF, AD 
en aan CF, AD, BE ook te beschouwen zgn als stralen, die 
met gelgke snelheden om A, B, C draaien, en Q en R den- 
zelfden cirkel doorloopen; bovendien volgt dan nog uit de even- 
wgdigheid Tan AQ en BP en die van AR en OP, dat driehoek 
PQR eveneens gelijkzijdig is. De driehoek PQR heeft dus 
met ABC niet alleen den omgeschreven maar ook den inge- 
schreven cirkel geraecn. Dus omhullon de zijdon van driehoek 
PQR den ingeschreven cirkel van driehoek ABC 

Bij den gegeven driehoek ABC worden de gevonden cirkels 
vervangen door de ellips van Stkiner en een ellips geljjkvor- 
"^ig) gelijkstandig en gclijkmiddelpuntig met deze van de 
halve afmeting (W. li,)* 
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IL We bedienen ons Yan barycentrische puntcoördinatoa 
/3, y) en Tan daarmee overeenkomende Ijjncoördinaten 
(«, M') ten op7,i<;hte van ABC als coördinatondriehoek. Do 
lijn in het oneindige beeft dan de vergelijking + /3 + y = O 
en de coördinaten u = v = 

De ingeschreven kegclaiiee 1 1 = O is een para- 

lu mo ntr 

boül onder de voorwaarde ~ + -f — = 0. De coördinaten 

i m n 

van het punt van Gekgoxite P van deze parabool z^ü dus 
(i, UI, »). bus doorloopt het blijkens de gevonden voorwaarde 

de ellips van Steiner — + ^ + — = 0. 

a P y 

De vergelijking van B£ is na — ly ^ 0. Dus is 

Jia - iy — * (a + P + 7) = O 

een willekeurige lijn pvonwijdiii; aan BE. Deze gaat door A, 
als A: de waarde » heeft. Dus is {l + ») y + nj5 = O of in 

Q y 

▼erbaud met de gevonden voorwaarde -ïy =~ de vergelijking 

van AQ en vindt men («, w) Tooir de coördinaten van Q 
en langs denzelfden weg (m, » , O voor de coördinaten van K. 
Dc^rhalve bewegen deze punten aich eveneens op de ellips van 

ÖTEINER. 

Voor de vergelijking van QR, BP, PQ vindt men achter- 
eenvolgens 

(/« — mn) a -Y (m^ - f'l) /3 + (n^ — im) 7 r= O \ 
(m* — ni) a + («^ — lm) j3 + (^^ — »'») 7 = 0, 
(1,5» _ /»,) a + (I» — m«) 0 -I- (m* — «/) 7 = O ! 

of in verband met de gevonden betrekking tusschen / , m , n 

/cr + fii/3 + «7 — O , «« + Ji/3 + /7 = O, na -r Ij3 + 1117 = 0. 

De coördinaten dezer lijnen zijn dus (/, m, n), (m, n, /), 

(n, m). ZK raken dus alle de kegelsnee — -|- — = O, 

n V tv 

d. i. de in driehoek ABC beschrevon ellips, die het zwaarte- 
punt van den driehoek tot middelpunt heeft (K. Oh. S.}« 
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Vraagstuk CLXXIL 

Hoeveel vlakken door een willekeurig punt P snijden een ge- 
geven drievlakshoek volgens een gelijkzijdigen driehoek? En hoe 
ooastnieert men deze, als de drievlakshoek gelijkbeenig is? 

(T. J. Allersma.) 

Opgelost door T. J. Allersma £n A. A. Nijland. 

Oplossing van T. J. Allersma. 

I. Zij O hot hoekpunt van den drievlakshoek OXYZ, drie- 
hoek ABC een gelijkzijdige doorsnede. Stellen wy 

OA =a, OB =6, 00 = c, 
Z YOZ = a , Z ZOX = /3, Z XOY = 7, BC = 0 A = AB = ar . 
dan is 

^'»+c*-2teCosa=c*+<i?--2caCo8j3=a»-|-6'— 2a6 Co8y=v« . . 1). 

Hieruit volgt 

4» — o» = 2a(i»Clos7 — tfOos0) 2) 

en Terder door eliminatie van o 

^«(l-4Co8'7)+46»<?Co8Y(Co8/3+2Co8aCosy)-2óV(l+8Co8aCo8/3Co8y) 

+ 4^ O08 0 (Oos 7 + 2 Oosa Oos 0) -h <^ (1 — 4 Oos = O . . 3). 

Met iedere waarde van c komen dus vier waarden van b en 
volgens 2) ook vier waarden van n overeen; daar verder deze 
waarden allen of voor een deel bestaanbaar kunnen zijn , blijkt 
hieruit dat er hoogstens 4 stelsels van evenwijdige vlakken 
bestaan, die een willekeurigen drievlakshoek volgens een gelijk- 
zijdigen driehoek snijden. Dus kunnen door eik willekeurig 
punt P hooijsli'}!^ l ier vlakken gaan, die een willekeurigen drie- 
vlakshoek Yuigens een gelijkzijdigen driehoek snijden. 

II. Is de drievlakshoek gelijkbeenig b.v. /3 = 7, dan ver- 
andert 3) in 

{^l-4Cos«/3)+2*c(l-2Co8«j3+4Co8a Cos»/3)+tf»(l-4Co8«j3)|=0, 

wat zich splitst in 

h=.e 4) 

en 

*«(l-4Cos»P)+2Kl-2Co8«/3+4CosaCo8*PH«'(l-^Oofl«/3)=0 . . 6), 
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Elk deser vergelijkingen geeft aaoleidiog tot een cooBtniotie. 
Wij leggen daarbij de drie zijden van den drieTlakshoek naast 
ellninder in één plat vlak met de zjjdo TOZ in het midden. 
De ribbe OX wordt twee keer neergeslagen (OX' en OX"), 
soodat ZOX' en TOX'' de neergeslagen zijden ZOX en YOX Egu* 

1. Het 6 = c komen volgens 1) twee waarden yan a over- 
een, die ftls volgt geconstrueerd worden. Zet op OT en OZ 
(fig. 80) gelijke stukken OB = OC = 6 af, soodat er een 
geiykljeenige driehoek ontstaat; beschrjjf uit B en C met BC 
als straal cirkels, die OX'' in A,'' en A/ , OX' in A/ en A,' 
snijden. Worden nu de neergeslagen zijden in hun oorspron- 
kelijken stand teruggebracht, dan verkrygen wij twee gelijk* 
zijdige driehoeken A,BO en A|BO tot doorsneden. 

2. Hoewél 5) rechtstreeks niet ongeschikt is voor constructie, 
vinden vrg toch een eenyoudiger vergelgking op de volgende 
vrijze. Yoor fi = y Tolgt uit 2), 5), 1) 

6+c=2oCoBp, ftc(lT2Cosa)=a»(4Cos»/3— 1), «^'^"^^^^f^* 

Zetten wij nu op OX' (fig. 81) een willekeurig stuk OA' = a af, 
trekken wij uit A' een lijn A'K loodrecht op OZ, welke OZ 
in K en de lijn, die ^TOZ middendoordeelt, in M snijdt, 
dan liggen de hoekpunten B|, B^, C|, Cs yan twee gelijk- 
zijdige doorsneden AB,C| en ABsOt op een cirkel, die M 
tot middelpunt heeft. Is r de straal yan dien cirkel, dan 
is verder 

OM*— r» = 0Ci.0C2, OMCosi a=:«Cos0=:OlC, 

OCi = O Co8/3 - ^, OCa = a Co8/3 -f y, ƒ = a:^ — Siü'/3, 

waaruit volgt 

f* — — Cos 2/3) ^ 

"(l-f-Cosa)(l + 2Co8«) ~~ 4Cos^i~a 

d. i. 

x=2rCosia, of «:rs=2Co8ia:l=20K:OM... 6). 

Zetten wij nu op OM aan weerszijden van O de stuk- 
ken OL = OL, = 20K af, trekken wij A'L en AXj, daarna 
OQ en OQi evenwijdig aan A'L en AX, (welke A'M in Q en 
Qt snijden), beschrijven wij op QQ, als middellijn een cirkel, 
dan zal deze de lijn OZ in Ct en O, snijden. De drkel uit 
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M met MCi als straal beachreven snijdt Terder OY in en 
Bi, waaraan 08, = OCi, OBi = 00| is. Nemen wij eindelijk 
op OX" het stuk OA'^ ^ OA' en trekken wij de gebrukene 
lijnen A"B,CiA', A^BjC^A', dan zijn deze de neergeslagen zijden 
van twee gelijkzijdige driehoeken ABiG, en AB^Cj. 
Bewijs. Volgens de constructie is 

QA' : QM = Q,A' : Q,M = 20K : OM. 

Dus. is. cirkel QQi de meetkundige plaats van alle punten, 
waarvan de afstanden tot A' en M zich verhouden als 
20K : OM, zoodat we ook vinden 

O, A' : C,M = 20E : OM 

en in verband met 6) dus 

C,A' = a?. 

Wil men nn de vlakken construeeren, die door P gaan en 
den drievlakshoek volgens een gelijkzijdigen driehoek snijden, 
dan behoeft men slechts door dit punt vlakken te brengen, 
evenwijdig aan de sub II gevondene, wat naar de bekende 
regels der beschrijvende meetkunde gemakkelijk is uit te 
voeren , als men daarbij de vlakken TOZ en MOX tot projectie- 
vlakken aanneemt. 

Uit 1) en 4) volgt, dat de driehoeken A,BO en A^BC mo- 
gelijk zijn onder de voorwaarde 2 Sin ^ cr > Sin j3. 

Evenzoo volgt uit 5), dat de driehoeken AB|0| en AB^C^ 
mogelijk zijn, indien 

^2 Cos ct — 1 

< > 3 — 2 Cos a 

is, waarbij tc gelijk uf de bovenste of de onderste teekens 
gelden. 



Vraagstuk CLXXIII. 

Ken veranderlijke cirkel raakt een gegeven parabool in A CU 

sn'idt hair in B en C. (ievraagd <le meetkundige plaats van eenige 
meikwa.inliL^c luinten en de omhullende van de zijden en eenige 
merkwaardige lijnen van driehoek ABC, als de inhoud ABC stand- 
vastig blijft. (T. J. Allersma.) 

Opgelost door T. J. Allersma eit Dr. P. H. Schoute. 
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Oplossing. 

We stellen het raakpunt A en de beide snypunten B, O 

achtereen volgeus door (^» )' (|^ i )» » ) voor. Wijl 

BC anti parallel is met de raaklt|n in A ten opzichte Tan de 
as der parabool, dat is ten opzichte van de coördinaatassen , is 

2yi + y, + = ö !)• 

Verder is 

3^1* » yi f 1 

yb' , y, » 1 

of 

(y.-y«) (vz - y.) (y, - y.) + 2«V = O 2) 

de voorwaarde, die uitdrukt, dat driehoek ABC den standvas- 
tigcn iiihüud \ heeft. 

In verband met 1) stellen we 

ya = - yi + « » y* = — yi — » 3). 

Invoeging hiervan in 2) geeft dan 

« — 4yi=») = aV 4). 

Kernen we de hulpgrootheid t willekeurig aan, dan vinden 
we y, uit 4) en daarna y, en uit Wgl uit 4) twee 
waarden van j/i volgen, komt dus met elke waarde van z een 
tweetal driehoeken A|B|G, en A,B,C, overeen. Gemakkelijk 
blijkt verder, dat A|B|0| en niet AAG, maar A^OaBa eikaars 
spiegelbeelden zijn met betrekking tot de as der parabool. 

Zoo als bekend is, wordt aan den inhoud van driehoek 
ABC een verschillend toeken toegekend, naarmate men b[j 
het doorloopen yan den omtrek ABC zich in den zin van de 
wijzers van een uurwerk beweegt of niet. Let men alleen op 
de volstrekte grootte, dan moet ^a^ met het toeken ± worden 
aangedaan. We merken nu echter op , dat omkeering van het 
teeken van den Inhoud gepaard met een omkeering van het 
teeken van « eenvoudig een verwisseling van B en O ten ge- 
volge heeft Dit nu voert ons met betrekking tot de gevraagde 
omhullenden en meetkundige plaatsen tot het onderscheiden 
van twee gevallen. Is het bij het elimineeren van yi » yt i y^i ^ 
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ttU de drie vergehjkingeu 3), 4) en de twee Yergelijkingen, die 
een omhullende of een meetkundige plaats bepalen, noodzap 
kdjjk 4) in het kwadraat te brengen, dan zijn de geyallen 
« («* — 4^,*) - «V « («* — 4y,*) = — niet uit elkaar te 
hottdén en bestaat de totale omhullende of meetkundige plaats 
uit een enkele kromme, yan welke de dP-as as van symmetrie 
is. Kan de eliminatie geschieden zonder 4) in het kwadraat 
te brengen, dan bestaat het. resultaat uit twee yerschillende 
krommen , die ieder voor ach door een yergeiyking worden 
voorgesteld en waaryan de eene door de linksdraaiende, de 
andere door de rechtsdraaiende^ driehoeken ABC wordt opge> 
leverd ; deze krommen ' z|jn dan eikaars spiegelbeelden met 
betrekking tot de a^as. 

Omhullende vmi BC, De vcrgelyking van BO is 

2|w — y»' _ y - n 

of na vereenvoudiging 2jjx — (y, -f 5^3) y + 1/2.^3 = O of 
2px -f 2//,t/ -\- — z'^ — 0. Dus zijn de coördinaten 1/ , v van 
deze lijn, zoo als blijkt door bovenstaande vergelijking met 
Mx 4- ty -t- 1 = O overeen te brengen, 



Hieniit volgt 

•«"=V'-= — ;? — 

Wijl we 4) kvvadrateeren moeten, vinden we dus ecu enkele 
kromme met de vergelijking 

p {pv' — 2») {^pv^ + 2uy - o^u* = 0. 

De omhullende van BC is dus een kromme van de zesde 
klasse. Wijl de termen van den laagsten graad derdegraads- 
termen zijn, is /qq drievoudige raaklgn; de drie raakpunten 
vallen samen met het oneindig ver gelegen punt der ^-aa. 
Nabjj dit punt is de kromme te vergeljjkon met de drie para- 
bolen begrepen in de vergelijking (pi?^ — 2u) (Bp^ -h 2ii)^ = 0, 
waarvan er twee met elkaar samenvallen. De zes raiiklgnen 
uit O worden, zoo als uit het dualistisch omkeeren van de bij 
het zoeken naar de asymptoten gebruikte methode volgt, door 
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9l^0s — a*u* = O Toorgcsteld ; van deze zijn er dus twee be- 
staanbaar. 

[Door de vergelijkingen 2p9 + 2y,y 4- yi' — s= O en 4) 
naar te differentieeren, waarbij z als fbnctie van jff moet 

dz 

worden beschouwd, en daarna te elimineeren vindt men 

32;' — Bpxz — 8^1 — a^p = 0. Blijkens het resultaat van de 
eliminatie van y, en z tusscben deze nieuwe vergelijking en 
de beide, die we differentieerden, is de omhullende van BC 
een kromme van den achttienden graad]. 

Omhullenden van CA en AB. De vei^elyking van CA is 

2px — {t/^ -\- y,) y y^, = 0 of 2/»« + — ƒ, (y, + «) = 0. 
'Hieruit volgt 

^1 (yi + «) * ■ yi (yi 

en dus 

2/7» 2/19 2i> 

« — , y,' + — y, + — = 0. 

Door eliminatie van z en y, uit deze vergelg kingen en 4) 
vinden we 

4/»* 0>»9» — aV) = {ft' — aV + 2pf;»)». 

Dus is de omhullende van CA een kromme van de zesde 
klasse, die i« tot viervoudige raaklijn beeft. Van de raak- 
lijnen uit O zijn er weer twee bostannbaar. 

Door het tceken van om te koeren vindt men de om- 
hullende van AB. 

In verband met het feii , dat het bij de eliminatie niet noodig 
is de vergelijking 4) in het kwadraat te brongen , vinden we 
voor CA en AB op zich zelf staande omhullenden symmetrisch 
van elkaar ten opzichte van de rf'-as. 

[Doui de vergelijkingen 2pjr-\-zji — y\{j9\-Vz) — ^ en 4) als 
boven te differcntoeren enz. vinden we, dat elk der omhul- 
lenden vau CA en AB van de achtste klasse is]. 

OmhulUndê van de loodlijn uit A op BC neergelaten De 
vergelijking der loodlijn A. is 4/>»(y— (2/»a:-y,»)(y, + y,) = 0 
of - 2pjf^x + 2/»»y + y.^» — 2p'i/, = 0. Bus is 
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Hieruit blijkt, dat een rationalo kromme van de derde 
klasso omhult. Deze kromme jm (2r^ »/•') - — O heeft 
de lijn /« tot buigraakliju en het oneindig verre punt der y-aa 
tot liuigpunt: zij moet dus ook van den derden graad zijn. 
Werkelijk geeft eliminatie van //, uit do vergelijkin;? van //q en 
haar differentiaalquotient naar de uitkomst 27/ //- S(j- 1 /))^— • 0. 
Hieruit blijkt, dat de kromme congruent is met de ontwondene 
der parabool en door een verschuiving over een afstand 2p ia 
do richting der ar-as met deze ontwondene namenvalt. 

Merkwaardig ia, dat de gevonden omhullende niet afhangt 
van de voor den inhoud van driehoek ABC aangenomen waarde; 
in verband hiermee geven de links- en rechtsdraaiende drie- 
hoeken hier dezelfde kromme. 

Het zoeken naar een meetkundige verklaring van deze eigen- 
schap brengt ons tü?ens tot eeu meetkundige atieiding der 
bedoelde omhullende. 

Elke cirkel, die de parabool iu een gegeven punt A (fig. 82) 
aanraakt, snijdt deze kromme zoo als bekend is, verder in twee 
punten B en C, waarvan de verbindingslijn antiparallel is met 
de raaklijn in A ten opzichte van de as. Dus is de bij A behoo- 
rende loodlijn AEopBC evenwijdig aan do normaal der parabool in 
het symmetrisch met A gelegen punt A'. Wijl nu de bubuor- 
maal DE' ~ en dus KE' — is, valt de lijn door ver- 
fichuivirg over een afstand p in de richting van de as met de 
normaal in A' samen. 

Omhullend €71 van //* en De vergelijking van A» is 

V (jr - Jfa) + {2px - (y, + y,) = O 

of 

V {j/ + t/i - z) — z \2jjx - (y, — zyi = O, 

d. i. 

2» — 2^3^, + z Cvi' ~ 2px — 4/) + V (y + .V,) = 0. 
Hieruit volgt 

We vioden dus 

2/''^ 2/> 4/*2 
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en door eliminatie met behulp van 4) 

M (40/i»w«— 32jt.*«»'-|-ie/»»»-aV)» +.32j^ (2ii«— *»)» {a«p»— 8p«ii«) = O, 

een kromme van de zevende klasse. Door omkeerinp; van het tee- 
ken van vinden we de vergelijking der omhullende van hr. 

Beide krommen, die weer eikaars spiegelbeelden zijn met 
betrekking tot de as der parabool, bebbeu /« tot vijfvoudige 
raaklijn , enz. 

Meetkundige plaats van het zwaartepunt Z. We vinden 



d. i. 



Tp 3 

33^M^« y, 



27 

Invoeging van yi = ^ 3y f = 3j^-( in de in het 

kwadraat gebrachte vergelijking 4) geeft dus 

27 (33y» - 2pxf (9/ — 2jftr) + 8j)V = O 

d. 1. een enkele kromme van den zesden graad. Deze kromme 
gedraagt zioh in het oneindige als de vereeniging van de para* 
bool OjT* — 2jMr=0 met de dubbelgetelde parabool 33y''* — 3/7ar=:0. 

Meetkundige plnafa van het hoogtepunt H. We beschouwen 
het hoogtepunt als het sngpunt der loodlgnen mot de 

vergelijkingen 

(y -f 5'! - O - ^ |2/'a: - {y, - 2f\ = O, 

V (y + y, + + « ^ 2px — (y, + zf] = O 
en vinden hieruit 

2jo' + y,) - 3^i«' = O, 4/> ■\- 2px - y,=» - = O 

en dus in verband met de in het vierkant gebrachte yergelg- 
king 4), als 2p-\-9 door x* yervaogen wordt, 

- 2p{x' H- 2p)z' i (2^' + p) -f 4/.-» - 2px) = O ) 
25a« ~ 80/wV + 64j^*x' V — aV = O i ' 

Door eliminatie van ^ vindt men voor de vergelijking der 
meetkundige plaats met wegkiting van het accent b^ de « 
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O, 1 ,-2p(x-^2j,),ép\2x-\-p),-4p*if2px, O 

O, O , 1 ,-2i^x+2p%ép%2x'\-j),4p*(f-2px) 

25, — 80/a- , 64;>««« , -«V » O , O 

O, 25 , -SOfx , e4/>V , — , O 

O, O , 25 , — SOjMT , 64pV , -oV' 

Duö is de kromme, die we zoeken, van den ftthtsteu grnad, 
zoo als blijkt uit den term a^h.j^c^d^er^f^. 

Meetkundige plaats van het middelpunt O des omgeschreven 
cirkels, Dfi vergelijking der raaklijn in A is 2//y, — 2pT~ y', =0. 
Dus kan elke kogelsnee, die de parabool in A raakt en door 
B en C gaat, door de Tergelijking 

(2jfy, — 2jw - ^,') (2^y, 4- 2;)x + j^,» - 2^ + k (y» - 2px) = O 

worden voorgostold. Voor 4^,^ -f- Ar s=r — 4p^oik=i — 4 (p** + ^1""*) 
wordt dit de omgeschreTen cirkel 

- 4p» ( a^+3^+ 2 (2y,«+4/i« ^» - 2y,«^- y.« (y.» - «*) = O, 

waarvan bet middelpunt bepaald wordt door de vei^elijkiDgen 

— 4jM: + 2f,« + 4p« + «« = 0, 4p'^+yi«»=0. 

In verband met 4) vindt men na , als o? — p door x' ver- 
vangen wordt, 

«• — 4/«a* 4- 32pV = O, 

9«« — 4Spx2* + 64j)«j V — aY = O , 

wat lan^s den aangegeven weg eveneens tot een vergelijking 
van den achtsten graad voert. 

Meetkundige plaats van het middelpunt N van den negenpunts- 
cirkels. We vonden voor de coördinaten van H en O 



= 0. 



TT ( 2^ ' n 



ï = 



29,' +4p' + 1'\ 
' ïp 



Wyi N midden tussclien II en O in ligt , zjjn de coördinaten 
van N duB 
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Door uit deze beide vergelijkingen en 4) weer en « te eli- 
mineeren vindt men , dat de meetkuQdige plaats vau N een 
kromme van den achtsten graad is. 



Vraagstuk CLXXIV. 

Van twee kwadratische oppervlakken is het aan beiden omge- 
schreven ontwikkelbaar oppervlak geconstrueerd. De keerkromme 
van dit oppervlak wordt uit een hoekpunt A van het gemeenschap- 
pelijk poolviervlak op een willekeurig vlak f, dat A niet bevat, ge* 
projecteerd. ïe bewijzen , dat deze projectie een kromme van den 
zesden graad is met drie dubbelraakliinen en elke dubbelraaklijn 
raaklijn is in twee door haar verbonden keerpunten. 

(J. Cardinaal.) 

Opgelost éfffor J. Cardinaal. 
Oplossing. 

Zooals bekend ia, heeft de doorsnee van twee kwadratische 
oppervlakken de volgende kenmerken (vergelijk Salmün-Fiedler 
Analytische Geometrie des Raumes ^ II, p. 133, Fiedler Dar- 
stellende Geometrie. II, p. 142): 

graad (aantal snijpunten met een gegeven vlak) . , . . . 4 
klasse (aantal kromtevlakken door een gegeven punt) ... 12 
rang (aantal raaklijnen rustende op een gegeven rechte 

= graad van het ontwikkelbaar oppervlak der raaklijnen) . . 8 
aantal sfationairo vlakken (door vier opvolgende punten) . . 16 
aantal stationaire punten (in vier opvolgende raakvlakken) . . O 
aantal der door een punt gaande „vlakken door twee lijnen" 

= klasse van het outwikkelbaar oppervak der dubbel- 

raiikvlakken . 8 

aantal der in een vlak gelegen „punten in twee lijnen" 

= graad der dubbelkromme van het oppervlak der 

raaklijnen 16 

aantal der in een vlak gelegen „lijnon in twee vlakken" 

(snijlijnen van twee opvolgende kromtevlakken) S8 

aantal der door een punt gaande «lijnen door twee punten" 

(koordeo) » . . * 2 
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Hieraan moet worden toegevoegd, dat het opperylak F* der 
raaklijnen door ieder der sgvlakken van het gemeensohappeljjk 
pool vier vlak ABCD volgens een dubbelkromme van den vierden 
graad gesneden wordt, wijl uit de harmonieche eigenschappen 
van pool en poolvlak volgt , dat ieder punt van F* in zulk een 
sgvlak een punt in twee lijnen is. Deze yier krommen vormen 
gezamenlgk de dubhelkromme van Yerder bestaat het ont* 
wikkelbaar oppervlak der dubbelraakvlakken uit vier kwadra- 
tische kegels met de hoekpunten van het poolviervlak tot toppen. 

Keeren we het bovenstaande dualistisch om , dan vinden we, 
dat het ontwikkelbare oppervlak Fi", omgeschreven aan twee 
kwadratische oppervlakken, de volgende kenmerken bezit: 
klasse (aantal raakvlakken door een gegeven punt) 4 



graad der keerkromme 12 

graad van het oppervlak 8 

aantal keerpunten der keerkromme 16 

aantal stationaire vlakken der keerkromme O 

graad der dubbelkromme 8 

klasse yan het ontwikkelbaar opperrlak der dubbelraak- 
vlakken aan de keerkromme 16 

aantal der door een punt gaande koorden der keerkromme ... 88 
aantal der in een vlak liggende snijlijnen van twee krom- 
• tevlakken 2 



Hier bestaat de dubbelkromme uit vier kegelsneden gelegen 
in de zg vlakken yan het poolvierTlak, terwijl het ontwikkel- 
baar oppervlak der dubbelraakvlakken aan de keerkromme 
zich splitst in vier kegels van de vierde klasse, die de heek* 
punten van het poolviervlak tot toppen hebben. 

Uit de harmonische eigenschappon van pool en poolvlak 
volgt nu onmiddellijk, dat elke lijn uit A naar een punt P 
der keerkromme teveua het punt V' bevat, dat door A en het 
tegonovoiligifïcnde zijvlak a van hot poolviervlak harmonisch 
gescheiden is van P. Dus wordt de keerkromme uit A op eon 
willokcurig vlak ^ geprojecteerd door een kegel van den 
zesden graad, en moet de centialo piojectie der koerkrornme 
uit A dus een kromme C*^ van den zesdon graad zijn. Dit 
kegelvlak van den zesden graad valt echter samen met den 
boven aangewezen kegel van de vierde klasse, die deel uit- 
maakt van het door de dubbelraakvlakken omhulde ontwikkel- 
baar oppervlak. Want het raakvlak aan den kegel van den 
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Eesden graad langs APP' bevat de raaklijnen in F en P' 
aan de keerkromme en is dus werkelgk dubbeliaakTlak aan 
de keerkromme. 

Onderzoekeu we nu of de kegel K/ ook dubbelraakvlakken 
heeft. Zij (5 een der door A gaande zijvlakken van het pool- 
viervlak. Volgens het bovenstaande bevat dit vlak een kegelsnee 
C'-, die deel uitmaakt van de dabbelkromme yan het opper- 
vlak F|*. Baar het oppervlak van den achtsten graad is, zoo 
moet er nog een doorsnee van den vierden graad in j3 over- 
bleven. Deze kan op de Yolgende wgze gevonden worden: 

Laat de kegelsnee in het mede door A gaande zy vlak y Tan 
het poolviervlak de ribbe AD in de punten D, en snijden, 
dan behooren de raakl^nen I,, f,, uit B, en B» aan O* 
getrokken tot de beschrgvende rechte yan F|*; de raakpunten 
%f Ts, T,, T4 kunnen dan beschouwd worden als punten van 
samenkomst met een tweede beschrgvende rechte van F, K Beze 
raaklgnen zgn echter de eenige beschrgvende rechten t van F| % 
die in j3 gelegen zijn, daar z{j met elkander de ontaarde 
kromme van den vierden graad yormen; zg moeten dus ook 
gaan door de snijpunten van de in a en S gelegen en tot de 
dubbelkromme beboerende kegelsneden met het zgvlak /3, 
waaruit volgt dat ACD de diagonalendriehoek is van de 
vierzjj (ii-j^U. Baar nu./3 een vlak is door A gaande en dat 
vier beschrijvende rechten van F|" bevat, terwijl de andere 
raakvlakken uit A aan de keerkromme gebracht er slechts 
twee bevatten, zoo is /3 een dubbelraakvlak van den kegel 
K,^ Hetzelfde geldt van de andere zjj vlakken y en g. De 
kegel K^^ heeft dus drie dubbelraakvlakken en de geprojecteerde 
kromme C' drie dubbelraaklijnen. Daar de graad vau C" zes 
is en de klasse vier, zoo kunnen er niet meer dan drie dubbel- 
raaklijnen zijn. 

Thans kunnen de keerpunten dor kecrknunrnc van F, ^ wor- 
den opgespoord. Men onderstelle een raaklijn t' aan de in /3 
gelegen dubbelkegelsnee O' getrokken; uit het snijpunt M vau 
t' met AD knn men twee raaklijnen trekken aan de in y ge- 
legen dubbeikegelt^nee. Elk dezer raaklijnen bepaalt met t' een 
vlak en in elk dezer vlakken ligt een beschrijvende rechte 
(/, en I2) van F/; terwjjl het vlak /, l., door het tegenover 
/3 liggende }inek{»uut B gaat en het snijpunt van /, en ligt 
op de dubbelkegelsnee 0^ Qaat nu t' over in een der boven- 
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genoemde raaklijnen f,, t^j ^4, dan vallen de twee oorspron»» 
kelijk Tersohillende vlakken samen, dus ook de beide rechten 
l^ en die in een vlak door B Hfi^n; daar het beeohrg* 
Tende rechten van F/ sfjn en elkander in een punt van O' 
ontmoeten, soo gaan en over in een der raaklgnen 

h* 

Daar verder de tweetallen van vlakken door raaklijnen aan 
O* ontstaan, 200 kan elk punt van CP beschouwd worden als 
sngpunt van twee paren vlakken, waarb§ twee vlakken van 
elk paar zijn samengevallen. In de raakpunten T,, Tj^, T|, 
T4 komen alzoo vier beschrijvende vlakken van F,* samen; 
deze punten zijn dus keerpunten der keerkromme. Hetzelfde 
geldt van elk der zgvlakken aj /3, y, B. 

Yat men nu het bovenstaande samen, dan vindt men: De 
raaklgnen in de kegelsnee in a worden uit A geprojecteerd 
door vlakken, die tevens raakvlakken van K*" zijn en wel, 
daar de keerraakign in het raakvlak ligt, door vlakken die 
geen bjjzondere doorsnede met hei vlak ^ geven. 

Anders is het met de keerpunten in ji. Deze punten (T,» 
T2, T3, T4) zijn de raakpunten van een kegelsnee met een 
daaraan omgeschreven vierzg; hun verbindingslijnen twee 
aan twee gaan dus door de diagonaalpunten van de vierzg. 
Daar nu A een dezer diagonaalpunten is, zoo gaan er twee 
stralen door A, die ieder twee keerpunten projecteeren en in 
/3 liggen; deze geven dus als doorsnijding met het vlak f 
twee keerpunten, die de snijlijn van |3 met <f> tot gemeen- 
echappolijke raaklijn hebben Dit is een der in de opgave 
bedoelde gemeenschappelijke raaklijnen. De twee andere vindt 
men door ten opzichte van de vlakken y en B dezelfde con- 
structie uit te voeren. 

Vraagstuk CLXXV. 

Men legt een kwadratisch oppervlak door de enkelvoudige 
rechte / van een kubisch regelvlak F' en construeert de vlakken, 
gaande door de rechten van en F*'*, die in een zelfde punt van 
/ samenkomen; het aldus ojjsiaande ontwikkelbare oppervlak snijdt 
men door een raakvlak van F^. Te bewijzen , dat de verkregen 
snijkromrae van den zesden graad is en een drievoudige raaklijn 
bezit. (J. Cardinaal). 

Opgelost /ijor J. Cardinaal. 
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Oplossing. 

Uet kubisch regelvlak is van den derden graad en de derde 
klasse ; hieruit volgt , dat het ontwikkelbaar oppervlak F om- 
geschreven aan en F' in het algemeen van de zesde klasse 
is. De oppervlakken F* en F' hebben echter de rechte l ge- 
meen en alle vlakken door l zijn dubbelraak vlakken van F* 
en enkelvoudige raakvlakken van F'^ ; construeert men dus door 
een punt P van de ruimte de raakvlakken aan F, dan gaat er 
altijd een door 1^ hetwelk dubbel telt, en dus blijven er nog 
vier raakvlakken aan F over. Dus is F een ontwikkelbaar 
oppervlak yao de vierde klasse. Dit oppervlak F nu is het 
in het vraagstuk omsohrevene, want het aldaar onderstelde 
oppervlak wordt geconstrueerd door vlakken te leggen door 
rêohten op F' en F'; deze vlakken nu voldoen aan de voor^ 
waarden van gemeenscbappelgke raakvlakken. 

Neemt men nu, in plaats van een willekeurig punt P der 
ruimte, een punt A van F', dan zullen de door A aan F gecon- 
strueerde raakvlakken door een der beide beschrgveDde rechten 
(1, en O, van F'* moeten gaan, die in A samenkomen. Yan 
deze rechten sngdt de eene, bijv. a|, de rechte l in een punt 
P; de andere Oj sngdt haar niet. Legt men de raakvlakken 
door A, dan siet men, dat er een bepaald wordt door de beide 
elkaar sngdende rechten l en a^. Dit vlak aal F' behalve in / 
in nog twee rechten en 1^ sngden; de laatste twee geven 
het dnbbebaakvlak a,^. Door het punt P gaat verder een 
gemeenschappelgk raakvlak. Nu blgven er dus nog drie 
raakvlakken door over; zoo blgkt dan, dat tót die 
rechten behoort, door welke men aan F een raakvlak 
kan brengen. Opdat echter aan een ontwikkelbaar oppervlak 
een raakvlak door een rechte mogelijk zg , moet de rechte een 
raaklgn van het oppervlak zgn, en daar er nu door drie 
raakvlakken gaan, zoo is een drievoudige raaklgn. Neemt 
men nu een raakvlak a van F' aan, dan zal dit vlak altgd 
een raakpunt bezitten; dus kan men onderstellen, dat dit 
raakpunt het bovengenoemde punt A is. In het vlak a ligt 
dan een rechte van F', die de rechte / kruist en drievoudige 
raaklgn is van het oppervlak F en dus ook van de doorsnee 
van F met a. Yan deze kromme kan men nu, wijl ze van 
de vierde klasse is, den graad volgens de formules van Pi^ckkr 
WiHK. Oro., 01. Yi. 23 
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bepalen. Hierbij telt de drievoudige raaklijn voor drie dubbel- 
raaklijnen; wijl de dooranee in het algemeen geen buigpunten 
bezit , vindt men voor den graad 4x3 — 3x2 of 6. 

Vraagstuk CLXXVI. 

Aan welke voorwaarden zijn de complexe voentralen {a, b, c), 
(x, z) van de hoekpunten der driehoeken ABC, XYZ gebonden, 
ab dese driehoeken rechtstreeks of bij tcgenoveistand gelijkvormig 
sijn? (Dr. W. Kaptevn). 

Opgelost iiaar Dr. W. Kapteyn en A. A. Nijland. 



Oplossing van Dr. W. Kapteyn. 

Zyn ABC en XYZ rechtstreeks gelijkvormig, dan is 

c — a z — X 
6 — a jr — a? 

Want dese vergeljking xegt, dat de sgden om de gelgkstan- 
dige hoekpunten A en X heen evenredig sQn, als we op de 
moduli letten, en met elkaar in denzellden sin genomen gelgke 
hoeken maken, als we letten op het argument 

Zgn ABO en XYZ bg tegenoveratand gelgkvonnig en ia 
Xnr'Z' het spiegelbeeld van XYZ ten opzichte van de as der 
abscissen, dan agn ABC en XT'Z' rechtstreeks gelijkvormig 
en vindt men dus de betrekking 

e — a — 

waarin x\ //', z de geconjugeerde waarden van j-, ?/, z voorstellen. 
De gevonden voorwaarden kunnen ook in de gedaante 



a 
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h 


e 


m 


y 


% 


= 0, 
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1 



geschreven worden; want een eenvoudige herleiding dezer 
determinanten voert tot de verkregen vergelijkingen terug. 

Aanmerking van den heer Nyland. Zijn ABC en XYZ 
rechtstreeks gelijkvormig, dan moet de eene drielioek door 
een lineaire substitutie der complexe voerstralen in deu andereu 
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overgaan kunnen en er dus grootheden Ptq te vinden zijn, die 
aan de betrekkingen 

Toldoen. Door elinunatie Tan p en 9 vindt men de gevnuigde 
Toorwaarde in den boTen gegeyen deierminantenTonn. 

Vraagstuk CLXXVII. 

In het vlak van den driehoek ABC de punten X, Y zoo te bepa- 
len , dat de driehoeken AXY, YBX, XYC en ABC rechtstreeks 
gelijkvormig zijn. (Dr. W. Kaptetn). 

Opgelost door Dr. W. Kaptbyn, W. Mantrl 

A. A. Nyland. 

Oplossingen. 

I. ITit de onderstelde gelijkvormigheid van de driehoeken 
AXY, YBX, XYC met driehoek ABC volgt, dat er tusschen 
de vijf complexe voerstralen a, y, zooals uit de op- 

lossing van het vorige vraagstuk blijkt , de betrekkingen 

(a — t?) a; 4- (d — a) y = a (i — c) , 
(6 — a) X -\- (c ~ d) y = b (c — a) , 
(c — 6) « 4- (a — c) ^ = c (o — ó) 

bestaan. Door optelling overtuigt men zioh er van, dat deze 
drie vergelijkingen tusschen en y slechts twee onderling 
onafhankelijke vergelijkingen vertegenwoordigen. Telt men 
deze vergelgkingen bij elkaar, eerst nadat men ze achtereen- 
volgens met 0, daarna nadat men ze achtereenvolgens 
met h, e, a vermenigvuldigd heeft, dan vindt men 

Zabc^aH — l^e — ^a _ T, 
6c + «ï + o* — a» — ^— c»™ N ' 

Zabc — a^c — h-^a — cV) __ T, 

^ — 6c + «a + - a* — ^« ~ <r» ^ N^' 

Hieruit zgn en |r te construeeren. 
Nemen we tot vereenvouding aan, dat a, 6, c de wortels 
der vergelgking 

jM» + 8/»,/» + 3p,< + ft = O 1). 

23* 
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zijQ, dan is 

Po Po* 

27 

Po 

Dus zijn o; en y de wortelpunten van de vergelijking 

3P,<» + 8P.< + P, = O, 

als gesteld ie 

(PoPt — Pt^y = Pi y (PoPi — Pi') (PoP^ — PxPt) = P», 

Pi% - ^PoPtP%P* + PoPt' + PoW = P»' 
DerlialTe sgn y, oo de wortelpanten der yergelgloDg 

Po/' + 3P,<* -f 3Pa< + P, = O 2) 

waarin Pu » O is. Bepaalt men nu de Tergelyking 

(PoPa - P,=^)^^ + (PaP, - P,P^< + (P.P, - Pa») = O, 

d. L de HESSs'flohe covsriant Yan het eerste lid van 2) gelgk 
nnl gesteld, dan vindt men 

(PoPa — Pi V + (PqP3 — PiPi)t + (Pi Pa - Pa'*) = O .... 3), 

waarvan het eerste lid juist de HESSK'sche covariant van het 
eerste lid van 1) is. Wijl de HESSE'sche punten van een drie- 
hoek de isodynamische centra zijn, kan men dus beweren, dat 
de driehoeken ABC en XYZ , waarbij Z het punt in het onein> 
dige voorstelt, dezelfde isodynamische centra hebben (W. E.) 

n. De gelijkrormigheid yan AXT, TBX en XYO wordt 
uitgedrukt door de equipollenties 

AX YB XY 
AY" YX~ XC ■ 

Elke reden is gelijk aan de yerhouding van de som der 
yoorgaande termen tot de som der yolgende, dat is gelijk aan 
AB : AG; dus sgn deze driehoeken yan zelf aan ABC gelijk- 
yormig , als zg het onderling zijn. 

Stellen wg de waarde yan elke reden door q yoor, dan 
hebben wjj 

AX « ï AX + jXY , — XY — AX-h AB = ~^XY. 
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Hieruit lossen wij op 

Construeer nu ACH (fig. 83) gelgkyonnig met ABC en het paral- 
lelogram BCHG; dan is A0« AH + CA + AB» — 1 +^)AC. 
CouBtrueer Tervolgene AXC gelgkyonnig met ABG; dan is het 
gevraagde punt X geTonden. Het pont T kan men dan yinden 
door AXY gelgkyormig met ABC te maken (W. H). 

Aanmerking. Let men op de hoeken tusschen de lijnen, 
die X en Y met A , B en C verbinden , dau merkt men 
dadelijk op , dat het voorstel een bijzonder geval is van het 
problema van Snellius; daaruit volgt echter geen eenvoudiger 
constructie. Voorts blijkt, als men de figuur omsletat om de 
lijn, die XY rechthoekig middeldoordeelt , dat de lijnen uit X 
op die uit Y vallen, en omgekeerd. Do punten A, B, C 
komen in A', B', C' ; X is het centrum van perspectief voor 
ABC en C'A'B', Y dat voor ABC en B'C'A'. De punten 
A', B' en C' vallen op den cirkel door A, B en C; want 
^ XA'Y = Z X AY = Z BAC = Z BA'C. Een eigenaardige 
oplossing zou dus verkregen zijn , als wij die loodljjn door het 
midden yaa XY vooraf konden oonstraeeren. 

Dit laatste kan bereikt vrorden door den boyen geyonden 
yorm yoor XY geeohikt te Herleiden; het ia voldoende de 
rii^Ung van XY te vinden, omdat wij weten, dat de gezoohte 
loodlgn door het middelpunt O van den omgeeohreyen <nrkel 
gaat. De yerlangde herleiding ia de volgende. 

AB-^' 

AC AB^AC(AO— AB) _ 

AB' AB " AB^ - AB. AC + AC^ ~ 
AC*~AC"*" 

AB.AC.BC 



AB(AB - AC) + AC(AC ~ AB) + AB . AC 

en dus 

XY BC^CA^AB 

Yermenigvuldigt men beide leden met het dubbel van den 
inhoud van ABC, dan heeft men reohts veetoren, die 90^ in 
richting verschillen met de hoogtelijnen, nadat alles om de 
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nnlrichtiug is omgeslagen. OoDstraeer dus de gebroken lijn 
Opqr^ waarvan de deelen equipollent zijn .aan de hoogtelij nen , 
dan zal Or loodrecht op XY komen te staan; wat grootte aan- 
gaat, zal Or.XT gelijk zijn aan tweemaal driehoek ABC* 

Boor een suiTer meetkundige besohouwing komen wg om- 
trent de ligging van Or nog meer te weten. De perspectivi- 
sohe ligging Tan ABC en CA'B' met betrekking tot X leert 
ons, dat de sn^punten yan AB en G'A', van BO en A'B' en 
Tan AC en C'B' op een lijn x liggen; blijkbaar is 9 de pool* 
lyn Tan X ten aanaien Tan den ofrkel ABC. In deie perspec- 
tiTische oTereenkomst is de drke! met sach self homoloog. 
De driehoek a(5y, welks zijden in A, C den oirkel raken, 
is dns homoloog met den driehoek, welks zgden in C', A', B' 
raken. De lijnen Aa, 6)3, Cy snijden elkander in het 
punt L Tan Lbmoiitb Tan ABC; dit zal dan homoloog zijn met 
het LBHOiHB-punt Tan C'A'B'. Maar in de OTereenkomst Tan 
ABC en B'C'A' met betrekking tot T is L homoloog met het 
LsMOiNE-punt Tan B'C'A'. Daar nu CA'B' en B'CA geen 
Terschillende IiBMOiHB-punten hebben, Tallen deze beide inL, 
en ligt L op de as Tan symmetrie Or (W. ]f.)* 

Vraagatuk CLXXVIII. 

Bewijs de betrekking 

mod.(»+l/«»— ^'»)+mod.(jr— K*»— tf»)=mod.(#+ir)-|-mod.(j^). 

(Dr. W. Kaptbtn.) 

Opgelost door Dr. W. Kapteyn , A. A. Nyland, A. £. Rahusen 

cn Dr. J. de Vries, 

Oplossingen. 
I. Stelt men z + — <r» = cr, dan is « — — 

t 

Hieruit yolgt g + ^ ^ = « en dus 

y('+;)'-i('+-;-")='H-. 

L 1 \* c / 1 \ 

t(i-t)=t('+t-2)=*-''- 
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Zij nu 1=- pe"^ , dan is 

j /, j- M' . . 2Coa» , 1 

\ < / p r 

Dub geeft optelling 

mocLy (iH- II V mod. -i (l - 1) = 1 + mod,«| 

Door deze Tergeiyking met mod. ct te vermenigvuldigen en 
weer tot z over te gaan, vindt men de gevraagde betrekking 
(W. K.). 

II. Deze betrekking volgt onmiddellijk uit de tweede op* 
lossing van vraagstuk 154. Voor het geval e=\ — en hier» 
toe wordt bet bovenstaande teruggebracht door de substitutie 
z = ez^ — is daar aangetoond , dat , als e, een ellips met de 

brandpunten ±i 1 beschrijft, ^^ ±Vz^'* — 1 twee concentrische 
cirkels zullen doorloopen , waarvan de stralen de som en het 
verschil zijn van de halve assen der ellips. Derhalve is 
mod.(2, + KiT^^^T)"-!- mod. , — K^,'* — 1) gelijk aan do 
groote as der ellips, dus ook gelijk aan mod.(?,-|-l)-i-mod.(z, — 1). 
Door nu weer tot z terug te gaan, is hiermee het gestelde 
bewezen (A . E . R, J . d .V.). 



Vfaagstuk CLXXIX. 

Aan een balk, welke onder den invloed der zwaartekracht lang- 
zame slingeringen uitvoeren kan om een as op eenigen afstand boven 
het zwaartepunt aangebracht, worden twee slingers van veel korter 
slingertijd en geringer massa, draaibaar om assen evenwijdig aan 
de draaiingsas van den balk , opgehangen. Men vraagt naar den 
aard der principale slingeringen van dit stelsel. Daarbij ook acht 
te slaan op het geval , dat de slingertijden der beide slingers uiterst 
weinig verschillen (vergelijk Chr. Huvgens, Oewvres compotes ^ d. V, 
p. 247 en 256). (Dr. D. J. Korivwig.) 

Opgelost door W, IiCamtel. 
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Oplossing. 

NoTATlB. Wij gebruiken een rechthoekig coördinatenstelsel 
met de as van den balk tot z-aa en met de y-as in de richting 
der zwaartekracht. De afstanden der swaartepunten van den 

balk en van de slingers tot de assen noemen wij a^, <i, , as , 
de slingerlengten l^^ , ^2» <Jc massa's mo, wii, Voorden 
stand van evenwicht stellen wij de coördinaten van de zwaar- 
tepunten (xo,ijo,), -fa,), («j, + a .)• Een willekeurige 
stand van het stelsel wordt aangewezen door de hoeken 9^, ö,, öj, 
die de balk en de slingers uit den stand van evenwicht zijn 
gedraaid. De tijd is f. 

Tusschen de gegevens bestaan de betrekkingen: 

Wy Toeren nog grootheden m in door ie stellen: 

*S "i" •*! "I" ^'•i = 

Men zal opmerken, dat deze 0,^,9» behooren bg den slin- 
ger, dien men zon Torkrijgen door de massa's der kleine slingers 
in hun assen te leggen. 

Berekenisg van heï arbeidsvermogen. In een willekeu- 
rigen stand zijn de coördinaten van de zwaartepunten der drie 
lichamen : 

jcj Cos öo — Sin öo Sin On + yo Cos Oq ; 

X , Cos öo — y I Sin öo — O , Sin Ö , , a; , Sin Oo + y^ Cos 0o + « 1 Cos Ö , ; 
Xi Cos Öo — yj Sin Öq — Sin ö^ , x. Sin öo + //^ Cos Öo -t- «a Cos ö,. 
Het arbeidsvermogen van beweging wordt uitgedrukt door: 

+ im, I (- Sin öo ^ Cos öa^" ~ «, Cos Ö» '^)' + 
-h(..Cosöo-^^Sf,Sin<^~ j + 

+ i*«a [ (- 5 - y« ^ Öo - Cos öa ' + 

-h(^.Cosöa5-y,Sinöo5-a,SiDÖ,5)'j • 
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In eerste benadering is dit : 

Het arbeidsvermogen van plaats wordt uitgedrukt door 

— y "V(«bMnöo+i'bCo« Öq) — </ », iXi sin Öo+jr, oos ö„ + o, cobO|) — 
— (ap^ an + cpB 0o + «j oo« <^a). 

Bg ontwikkeling volgens klimmende machten der O's kunnen 
wg de BtandTastige termen, aU overbodig, weglaten; de eente 
maohten Tallen weg, en wij vinden als eerste benadering 

OpLOSBIVO tas VBX BUZOKDKB OBTAIi. Als jr, = ^2 = O 18, 

dan yallen uit de formule Voor B de producten van hoekanel- 
heden weg. Onse methode der bewegingsmomenten leert dan 
dadelijk de integralen aldns op te achrgven: 

(dB \ 9 
H- ^agm V = standv. 

^o^jsffr, I— j +iaa^m, 0,*= standv. 

Hieruit blijkt, dat de slingers zich bewegen , alsof hun nsseii 
vast waren, en de balk zich beweegt, alsof de massa's der 
slingers in hun assen gelegd waren. 

De tweede van deze integralen zou nog gelden, als ^ 
en niet = O was. 

OPLOSBIxa TAff HBT ALOBHBBNB OBTAL. Door een lineaire 
rabttitatie 

kunnen wg tegeigk B en P herleiden tot sommen van tweede- 
machten; dan wordt 



3 

1 +• ifl|^»»t Öj - = standv. 
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(5)". 

Dus leert onze methode, dat 

/' dA * 

Li 4- = Btandy. 

een integraal is en x als uitwgking van een slinger ter lengte 
L, kan worden opgevat; erenzoo knnnen y en e geaoht worden 
te beboeren bg slingers met de loDgtcn L3 en L3. Het gegeven 
stelsel ondergaat dus drie gelijktijdige slingeringen , van welke 
de hoeken ontvangen; deze deelen 

worden aangewezen door de negen substitiitiecoëfHciênten a, /3, 7. 

De berekening der negen coëfficiënten en der drie slinger- 
lengten is af te leiden uit de identiteiten : 

+ + «• = «wdo-* + -h a.,W5Öi«. 

Deze zijn verkregen door de tweeërlei uitdrukkingen voor 
B en voor P aan elkfinder geljjk te stellen; by B zijn de ver- 
anderlijken in de plaats van haar a%eleiden gesteld, hetgeen 
geoorloofd is, omdat de substituties voor beide dezelfde zijn. 

Door in de tweede yan deze identiteiten Oq, 0,, 9, te ver- 
vangen door hun waarden en de coëfficiënten van gelyk te 
stellen, hebben wg de betrekking 

1 = ama,« -|- a,m,P,* -f OjW^yj», 
b§ welke er nog vijf zouden gevoegd kunnen worden. 

Trekt men de tweede L, maal, of of maal, van de 
eerste af, dan blijven iii het eerste lid slechts twee tweede- 
machten staan, zoodat de discriminant van het tweede lid dan 
ook nul moet worden; derhalve zijn L,, en do wortels 
van de vergelijking 

am(l—L) fh^tlft a^mtft 
aim,y, 0iifii(/| — L) O =0. 
a^muft O ajmj(f,— L) 
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Na ontwikkeling wordt dit 
am (l — L) (/,— Ji) {l^ — L) — a^m-xyi{h — L) — a\m^i/x\l^ — L) = 0. 

Wanneer / > /, > /.^ is, dan is er een wortel kleiner dan l.,, 
een tusschen /, en l.^ gelegen, en een grooter dan /. Wan- 
neer am zeer groot is in vergelijking met a, mj, en a^m.^^ dan kunnen 
de wortels weinig van en 1.^ verschillen. In het geval der 
opgave is dus één slingertijd slechts weinig meer dan die van 
den balk, en die der twee anderen zjjn slechts weinig minder 
dan die van de slingers. 

Als wg de vergelijking 

(L, - L,) y« + (L3 - L.) i»»= am (/ - L, ) Ö,» -f enz. 
differentiëeren ten opzichte van x, dan verkrijgen w(j links nul 
en rechts termen met 0,, , met B\ en met Q.^ ; deze groepen 
moeten afzonderlijk nul z}jn, omdat de vergelgking identiek is. 
Dit geeft de vergelgkingen: 

0 = a»(/— L,)«, + «i«i.yift+ ««««yiTi » 

O = a,m, yiffi + Oi »Wi ft - Li) ft , 

Met de vroeger gevonden vergelijking 

leveren deze ons de eoëf&eiënten der substitutie 
«, = (/, .L,)(i,-L,):H, 

7i ~ — y»(^-Li)-H, 

▼oor 

H*=:flm(l,— L,)-'0,— L,)» + a,m,y,V2— L,)M a,m,y,=»(/, - L,)*. 

Vervangt men L, door of L3 , dan gaan deze formules 
over in die voor , /3j , yj , of , , j:^. 

Zij L| de grootste wortel van onze dcrdemachts- vergelijking; 
zooals wij weten is deze iets meer dan de slingerlengte van 
den balk. De formules voor «i,/3|,7i toonen ons, dat de hier- 
mede overeenstemmende schommeling zich op alle drie deelen 
van het stelsel doet gevoelen; de uitwijking is voor alle drie 
in denzelfden zin gericht , omdat Ux , /3| , 71 alle drie posi- 
tief zijn. 

Als L.^ de tusschen en gelegen wortel is, alzoo nage- 
noeg = /, , de lengte van den grootsten der kleine slingers, 
dan doen de formules voor » /^^ , 7^ ods zien, dat «j < O, 
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P2 ^ ^> 7a ^ ^ terwijl on y., zeer klein zijn. De grootste 
der kleine slingers wordt dus een weinig versneld en deelt 
aan den balk cn aan den anderen slinger geringe schomme- 
lingen mede , van welke de uitwijkingen tegengesteld zijn aan 
zijn eigene. 

Als eindelijk L, de kleinste wortel, dus nagenoeg gelijk l.^ 
is, dan leeren de formules voor a, , /Sj, 73, dat « , >ö, 
/Sj < O, 73 •< O is, terwijl «3 en /Sj zeer klein zijn. De kleinste 
slinger wordt dus zelve een weinig versneld en deelt geringe 
schommelingen mede aan den balk en aan den anderen slinger; 
bij den balk is de uitwijking tegengesteld, b^ den anderen 
slinger gelijk gericht met zijn eigene. 

Bij de beoordeeling der teekens is hier gerekend, daty, en 
ys positief zouden zijn. Als 7/1 negatiefis, dan is alles wat van 
de uitwijking van den grootsten slinger gezegd is om te keeren ; 
overeenkomstig is het bij deu kleinsten slinger, als »/2 < O is. 

YooKHEELD. Denkende aan een vier meter langen balk van 
50 kilogram , aan welks einden slingers van een hectogram 
hangen, terwijl de balk een as heeft, die een decimeter van 
het midden verwijderd, en zoo gekozen is, dat de balk in 
vertikalen stand in evenwicht is, nemen wij de volgende 
getallen aan: 

m = 500 ö = 0,1 l =z ]0 

m, = 1 ai=/i=0, 3 y, = — 1,9 

Wa = 1 «2 = /a = O, 2 7/2 = 2, 1. 

De wortels der derdemachts-vergeiijkiQg zijn dan 

•Li =s 10,0040... Lt=r 0,2978..., La ==0,1982.... 

Yaa de eoêffioiênten der substitutie zgn slechts de Terhon- 
dingen van belang; wij Yinden: 

: /3i 7i = 1 : - 0,01958 : 0,02142; 
aa:i32 : 72 = 0,00116: 1 : 0,02486 ; 

«3 : /33 : 73 = — 0,00086 : — 0,01 590 : 1. 
Verstaan wjj thans door a;, y, z gelijktijdige uitwijkingen, 
welke slingers van de lengten Li , Ls , Ls kunnen hebben , dan 
zyn de uitwijkingen yan onse drie slingers: 

e^:= 0,01958 jf + 0,02142 « , 

9i = 0,001 16 « + y -h 0,02486 z , 

= - 0,00086 X — 0,01590 y -f *. 
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Of wel, met voldoencle benacterinf^: 

00 = a; — 0,01958 Oi + 0,02142 Öa , 
Bi = y+ 0,001 1 6 00 4- 0,02486 , 
^ SS 0 » 0,00086 $0 - 0,01590 0,. 

Vraagstuk CLXXX. 

Men vraagt de vergelijking met eindige differenties 

op te lossen. (H. J. Krantz). 

Opgelost door H. J. Kkaktz, W. Mantel, W. A. Poort 

en Dr. J. DB Vries. 

Oplossingen. 

1. Men berekene achtereenvolgens 

V+1 + 4- (2uo)-^ V 4- 6«o> + 1 
lil «SI I _ — ^ — . — _ Ans. 

2Kb ' ^ 2.2«o(V-rl) H^-i-H ' 

Men merkt dan spoedig, dat «. geljjk is aan een break, 

die men Terkrggt door uit de ontwikkeling Tan (n^' + 1)** de 
termen om den andere in den teller en in den noemer te set- 
ten. In formnle is dit voor te stellen door 

(V4- 1)*" - («O*- * a»" - 1 ' 

Door de sluitrede van « op « + 1 wordt dese nitkomst be- 
vestigd (W. M.). 

n. Stel «. = «*, dan levert de vergelgking onmiddellgk 
v« ^ 1 = Cosh. X. Bns is de oplossing (Cosb. log.)» ( W. M.). 

IIL Uit de gegeven vergelijking volgt 

t/,.4-1 4- 1 ^ / u,4- l y 

««4-1 - 1 \«« - 1/ 

Volgens de methode van vraagstuk 165 vindt men dus 

1 ^ / t^o 4- l y . 

W- li 

Hieruit volgt dan de boven verkregen uitkomst (W. A. P, 

J. D. V.). 
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Aanmerkingen. I. De algemeene vorm voor de vergelijkin- 
gen, waarvan die der vraagstukken 165 en 180 bijzondere 
gevallen ziju, is blijkbaar 

«• + 1 s ptk+i «r**-* = s Pu «r** , 

waarin bet somteeken van A; = O tot ^ ^ of -^reikt(J.D.Y.) 

II. We zyn tot het bovenstaande vraagstuk gekomen naar 
aanleiding van een mededeeling van N. Alexeeff in de Comp- 
tes rendus (Augustus, 1879, deel 89, blz. 403) en het volgende 
daarmee verband houdende vraagstuk van Ed. Lucas {Nouv. 
Ann., Hoptember 1879): 

„Men neemt de rekenkundig middeneveuredige tusschen 
twee gt3tallen p en ^, alsmede de harmonisch middenevenredige 
7,; door deze bewerking op />, en 7, te herhalen vindt men 
]).^ en daarna op overeenkomstige wjjs en 7^, enz. Men 
vraagt /j„ in functie van ju en 7 te bepalen en de betrekkingen 

Px\^ Pi> Pi'*--> VP9 > ""9s>h >9\ 
te bewyzen.*' 

Uit de betrekkingen 

Ph -f qn 2p„qn 

2 P* + qm 

P9 

vindt men nl. + 1 ^, 4. 1 = = . . . = /ijr en dus 2/»»+i =/», H 

Pn 

of, als men p« — u« l/p^stelt, 2m. u»^\ — u^^-jr i (H. J. K.). 

Vraagstuk CLXXXI. 

De omhullende te vinden van een onveranderlijke ellips, die de 
beenen van een vasten rechten hoek aanraakt. (W. Mantkl.) 

Opgelost dÓ0r W. Mantel. 
Oplossing. 

Ten aanzien van de beenen van den gegeven hoek alseoör- 
dinaatasaen noemen wg de coördinaten van het middelpunt der 
ellips (d^, yo). De raakkoorde moet door de middellgn van O 
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middendoorgedeeld worden; liaar Tergelijkiog is dan Van den 
▼orm 

xt/o + aJpy — = 0. 
De ellips is yoor te stellen door 

dat (ov), yo) hsax middelpunt is, wordt uitgedrukt door de 
enkele Yoorwaarde 

Hiermede gaat de vergelijking over in 

(^0 + ^o!/ — P'f - - (--Toy/o — r) = O 1) 

Wij raootoii nu de betrekkingen kennen , die tusschen ar„, 7/^, /> 
bestaan, opdat de halve assen der ellips gegeven waarden a 
en h hebben. Daartoe verplaatsen wij den oorsprong naar het 
middelpunt en vinden ala nieuwe vergelijking 

Hoe men verder door assendraaüng dese Tergeigking terug- 
brengt tot den vorm 

is bekend; de bewerking leidt tot 

V + yo' = fl* + b\ {2x^, - r) aH'K 

Uit deze losse men 9% en yo op; voert men de uitkomsten in 
1) in, dan wordt verkregen 

Verdrijft men de wortelteekens, ouder welke p staat, dan 
komt men tot de vergelijking 

j»" - 2pïö^ - V«6 -H \p\2^ + ƒ ) 4- f — 4a*- 4èO + 

-f 2p\%b (a2 ^- i») (j- -f- ^^j--^ 1/2^ -)- (_^a _ y'2)2 _ 

De gevraagde omkullende (fig. 84) wordt nn voorgesteld door 
den diecriminant deaer vergelgking in p, Terwgl in het algemeen 
de discriminant van een twaalfdemachts-vergelgking de resul- 
taat is van twee elfdemaohts-vergeljjkingen , zijn deze laatste 
hier slechts van den tienden graad, omdat de tweede en de 
voorlaatste term ontbreekt. De discriminant komt dus te voor- 
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schijn als een determiiuuit tui den twiatigsteii grud met ter* 
meiii die Tan den Tierden graad sgn in x en jf; de omhullende 
is alsoo van den 80^" graad. 
Men xott kunnen meenen» dat deze graad nog verdubbeld 

moet worden wegens het optreden Tan V2ïpjf, Echter valt deze 
wortel Tan self weg, omdat hg sleehts als foetor bij de oneven 
machten van p staat; wanneer de vergelijking in p gelijke 
wortels heeft, dan hec^ die in — ^ se ook. 



Vraagstuk CLXXXII. 

Men vraagt den coëfficiënt van x'^ in de ontwikkeling van 

(i + « -I- + S^p' -f . . . , H CJ, + .V» 

te bepalen. (A. £. Rahusen). 

Opgelost dffpr W. Maktel, A. £. Rahusbn en Dr. C. Stolp. 

Oplossingen. 

1. Hen heeft 

Cï as i — ■ — - — = = . sss = 4» 

Dus kan men voor 

» -r 1 

ook schreven 

2.4.6.^.. 2n ^ + 

Vermenigvuldigt men beide leden dezer vergelijking met 
X en differentieert men ze Torrolgens naar deze veranderlijke , 
dan komt er 

^ =1 + 2 ^^'> + 274 (^>* + - 2.4.6... 2n - 
Het tweede lid dezer laatste vergelijking is de ontwikkeling 
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van (1 — Ax)—^. Door integratie van d(xt/) = (1 — 4T)-i dx 
vindt men dan verder «y = C— ^1^1 — 4a, Voor x = 0 

1 — ]/ 1 _4i 

blijkt O = ^ te zijn. Dus is ten slotte y = — : — ^ . 

Hiennee is dan de vraag teruggebzacht naar den coëfficiënt 

van ia -1- (1 — 1/ 1 — 40?)"*. 

Uit de gevoiiden betrekking 2xy = 1 — Vl — 4x volgt 
ay«— jf-i->l=0 en dus y»+i =s ^"^ ~ '^'^ . Stelt P; de codf- 

ficiënt van x" iu voor , dan geldt dus de recurrente betrekking 

1.2 .... n 
volgt dus P», uit P« en P. weer P« , enz. Zoo vindt men 

(2n -I- r;. - 1) (2n + m — 2) . . (» + m + 1) 
— • ï T i)* 

De juistheid dezer voor alle geheele pontieve waarden van 
tn geldende uitkomst wordt door de sluitrede van m op m + 1 
aangetoond (C. B.) 

IL Stelt men den gevraagden coëfficiënt door P? voor, zoo- 
dat P; = — ^-rr iB, dan is 
« + 1 

welke Bom zich uitstrekt over alle geheele waarden van de 
getallen /, positief op nul, welke voldoen aan de betrekking 

I, H- + + «. 

Yoor de bepaling van de waarde dezer som kan men yan 
de volgende meetkundige beschouwing gebruik maken. 

In LiTCAB* Thisorie des nombres^ blz. 84, vindt men aangetoond , 
dat het aaütal wegen, volgens welke men uitgaande van O een 
willekeurig knooppunt van het daar gegeven diagram of échi- 
qnier triangulaire (fig. 85) met de coördinaten » en y kan 
bereiken door telken» een pa& naar beneden of naar rechts 
te doen, voorgesteld kan worden door 

a? — y4-l 
x+l 

WwK. Opo., Dl. VI. 24 
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Zoo heeft meo bgv. Toor het punt B (7,4) 

= I 0}i = 165. 

Men stelle zich na de vraag, langs hoeveel wegen men uit- 
gaande Tan O het punt B (x^ if) kan bereiken, als behalve O 
i diagonaalpnnten, d. w. s. punten van de diagonaal OA aan- 
gedaan moeten worden. Dit aantal ag voorgesteld door 
Blijkbaar heeft men 

De wegen toch, die van O naar B gaan en met OA alleen 
het punt O gemeen hebben, zijn als men den eersten pas ()D 
weglaat, juist de wegen die van D naar B voeren, zonder de 
diagonaal DE te overschrijden. Wij zullen nu aautoonen, dat in 
het algemeen de betrekking 

iH = r.zi 

geldt. 

Het aantal wegen, die van O naar B (x^y) voeren en 
daarbij i diagonaalpuuten aandoen, komt overeen met het aantal 
wegen, die van O naar O (x^y — 1) gaan en > — 1 diagonaal- 
punten bevatten. 

Om dit te bewijzen beschouwe men een weg OB met » 
diagonaalpunten. Door den horizontalen pas onuiiddellijk links 
van het laatste diagonaalpunt uit te lichten en de volgorde 
der overige passen onveranderd te laten , verkrijgt men een 
weg OC met / — 1 diagonaalpunten , terwijl de aldus verkregen 
wegen OC alle verschillend zijn. Gaat men omgekeerd uit van 
een weg OC met / — 1 diagonaalpunten, dan verkrijgt men 
door onmiddellijk rechts van het onderste punt, dat deze weg 
met DE gemeen heeft, een horizontalen pas in te voegen en 
de volgorde der overige passou onveranderd te laten, een weg 
OB met i diagonaalpunten, terwijl de aldus verkregen wegen 
OB alle verschillend zijn. Hieruit blijkt, dat het aantal wegen 
OB met i diagonaalpunten overeenkomt met het aantal wegen 
OC met t — 1 diagonaalpunten, of dat men heeft 

,TÏ=,_,1S-». 
Men heeft dus in het algemeen 

/ry T>*~^— rpy— 8 _ ^ my— » my— » * y ~l~ * r^—i 

» A« — I— li.* — i— = .." — 0l# = i«— l = \^m+f—i^ 

X 
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Ligt het punt (a;,y) ia de diagonaal OA, is m. a. w. ^si;, 
dan vindt men 

iT:=-(srJi-i 1). 

Hiermede is gevonden het aantal wegen met i diagonaal- 
pnnten, die T«n O naar het knooppunt (x , x) voeren, waarbij 
wel dit knooppunt doch niet O ais diagonaalpunt is meegeteld. 

Dit aantal kan echter ook op andere wyze bepaald worden. 
Uen berekene daartoe eerst het aantal wegen, die van O naar 
A voeren en daarbij t bepaald aangewezen dn^ponaalpnnteo aan- 
doen. De afstanden dezer diagonaal punten mogen voorgesteld 
worden door k^y kt,...ki, waarbij dan 

-f A< ='« 2) 

is. Het aantal wegen, die twee op den afitand ib gelegen dia- 
gonaalpnnten verbinden zonder een tusschengelegen diagonaal* 
pnnt aan te doen, is 

k 

Voor het aantal wegen OA, die de aangewezen diagonaal- 
punten aandoen, vindt men dus 

*x — l • ^ 1 ^ ii — l 

en voor het totale aantal wegen OA met t diagonaalpnnten 

,T:= 2 P'„_j 8), 

waarbij de som zich uitstrekt over alle geheele positieve waarden 
van de getallen A-, welke voldoen aan de betrekking 2). 

Door de uitkomsten 1) en 3) te verbinden vindt men de 
identieke betrekking 

«V 

Stelt men 

ku — 1 = ia, t = m, fl? =s IN + 

dan voldoen de getallen l (die in tegenstelling met de getallen 
k ook nnl kunnen sgn) aan de betrekking 

«I + «1 + . . . + ^- = » 

en gaat 4) over in 

SF/ . P'/ .... P'/. « -^0!.+«-i. 
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Voor den coëfficiënt vau a;" in de ontwikkeling van den ge- 
geven vorm vindt meu dus ten slotte : 



m 



(A. £. R.) 



Aanmerking van dbn hbbr W. Mantel. Met behulp van 
de formule 

• — r« + i 

Imdt men de volgende tabel van coëfficiënten af 



m 










as* 




— 4 


1 


— 4 


+ 2 


0 


— 1 


— 4 


-3 


1 


— 3 


0 


- 1 


-3 


- 9 


-2 


1 


— 2 


— 1 


-2 


— ö 


— 14 


— 1 


1 


— 1 


- 1 


— 2 


— 5 


— 14 


0 


1 


0 


0 


0 


0 


0 


-f 1 


1 


1 


2 


6 


14 


42 


+ 2 


1 


2 


5 


14 


42 


132 


4-3 


1 


3 


9 


28 


90 


297 


+ 4 


1 


4 


14 


48 


165 


572 



Yeigelgkt men deze Igat met die Tan deel lY, blz. 63, dan 

riet men dat de betrekking F» = G«, , geldt, als men m + it + 1 s 
en » + 1 — y stelt. Uit de ter aangehaalder plaatae gevonden 
waarde van G«^y volgt dan weer de oploasing. 

Aanmerkingen van Dr. Stolp. I. De verkregen uitkomst 
geldt niet alleen voor geheclo positieve, maar ook voor wille- 
keurige waarden van m. Stellen we nl. 

l+Pr«4-P?a:-^ + .... =F(.), 

dan volgt uit de gelijkstelling der coëfficiënten van cp" in 
F (m, + m.j) en het product vau F (mi) en F (mj, als m, eu 
geheele positieve getallen zijn, onmiddellijk 

Deae vergelijking is dus een identiteit. Dus is ook voor 
geheel willekeurige waarden van mi en aan deze verge- 
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lijking voldaan , wat insluit , dat de gevonden betrekking 
F (w, ) . F (mj) = F (m, 4 m. ) voor alle willekeurige waarden van 
m, en w.^ geldt Hieruit volgt dan algemeen (zie Smaasen, Gron- 
den der hoogere algebra^ § ti) de betrekking F(m)= = y*. 

' n. Wil men uitgaan van de onderstelling, dat m willekeurig 

is, dan staan ter bepaling van den gevraagden coëfficiënt yer* 

schillende wegen open. Leidt men bijv. uit de reeksen Toor 

... , dxj 

y en door ditiereutieenug meuwe reeksen voor — en — — 

ax os 

af en substitueert men deze in de identieke vergelijking 

dan vindt men door den coëfficiënt van op" gelgk nul te stel- 
len de herleidingsformule 

ft ft n 

1 ^ Arm — fi + ib r,» 
ff n+l 

waarin voor 1*1," kortweg P,, geschreven is. 

Een geheel andere herleidingsformule verkrijgt men door in 
de reeks van y"* de substitutie x—z{\—z) te doen. By 
rangschikking naar de machten van z heeft men dan 
y ^ 1 + +(P,-P,) ^ + (P,-2P,) + (P,- 3P, + P,)**+ ena. 

Wijl hier y = — «)~^ is, is eveneens 

«--IJ.*" . »»(»'+l) m(r» + l) (m + 2) 

Dus geeft gelijkstelUog der coëfficiënten van de herleidings- 
formule 

p.-("7')p.-.+f'7')p.-.-en...(;;). 

die voor fi > 2 uit minder termen bestaat >) dan de voorgaande. 
Beide herleidingsformules geven achtereenvolgens 



fff (w -h 3 j f» (f» + 4) (tw + 5) 



P. « « . Pa , P, = — ^ 2: 



3 



, enz. , 



^) YooT II = of ^ + 1 bettaat hat eente lid uit p + 1 temen. 
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waaruit men door inductie tot de algemeene uitkomst opklimt. 

In dit geval moet echter de juistheid der formule voor alle 

geheele waarden van n aangetoond zijn. 

IIL £en afzonderlijke beschouwing verdient het geval, waarin 
m een geheel negatief getal is. Verandert men m in — /i, dan 
vindt men 



1.2 1.2.3 



^ /( I> ^) ^ worden wel een of meer termen nnl, doeh de 
reeks houdt niet op; want altgd is 

f» ' /*+ i /i-f 2 1.2 

Door TerYorming der vergélgking 

p^/. ^_ Qu-f - l)0i-i-2f>-2)....( p+l) 

M+p ''1.2 ....(m-hi») 

Tindt men 

0* + 2iö+ l)Cu + 2;>-2) . . . . (m + M- 1) 

P 

een merkwaardige betrekking, die ons in staat stelt het deel 



p-;. Ou + 2/>+l)Gu + 2;>-2)....0.4-;^4-l) ^ 

h-^-p 1 . 2 .... p 



Deze sommatie geett 



der reeks, dat met x begint, afzonderlgk to sommeeren. 



p; V+p;;/+' + en».=-«^| .« + ««.1 - 

— .^/=-^ — - — ) . 

Dus is 

(—2 j 2 j=l-^a: + .... + P/a:+....(«<m). 

Meer bekend is de vorm, dien men verkrugt door « = ^ 

«* 

te stellen en de beicle leden met «"* te vermeuigvuldigeu. De 
vergelijking wordt dan 
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(—2—) - 1—2—) -"-1-^+ Trr-^ - «»• 

Door de BubstHntie »ss:2Go8^ gaat het eerste lid over in 
2 Cktèmff, en komt men tereclit op een bekende goniometriBche 

fonnnle. Stelt men u=s s dan wordt liet eerste lid 

X 

jB^-i en heeft men met de yergeljjking te doen, die een 

toepassing vindt bij de oplossing van wederkccrige vergelijkin- 
gen (LüüATro-JiAUUSEN, Hoogere Algebra ^ blz. 149). 

Vraagstuk CLXXXIII. 

Op blz. 148 en 149 van Lucas' Théorie des nombres wordt 
gezegd, dat de getrapte breuk (fraction étagée): 



I ^ 

op een aantal = — p- Cj, verschillende wijzen kan worden 

H -f- I 

opgevat. Er wordt echter niet opgemerkt, dat deze /« opvattingen 
slechts tot 3"— 1 verschillende uitkomsten voeren, zoodat elke uit- 
komst het resultaat is van een zeker aantal verschillende opvattingen 
der breuk. Zoo kan bijv. voor » = 10 de uitkomst 

op 91 verschillende wij2en worden verkregen. Men vra^igt dit aantal 
voor een gegeven uitkomst te bepalen. (A. E. Rahusen.) 

Opgelost door W. Mantel en A. £. Rahusen. 
Oplossing van A. E. Bahvsbv. 

1. In deel XY van hei GiomaU di MatemaHche , uitgegeven 
door Prof. Battaolimi, behandelt G. db Lokgchamps in een 
opstel ,Des fractions étagées** eenige eigenschappen van getrapte 
breuken, en wordt aan het slot ook het hier gestelde vraag- 
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stak ter sprake gebracht , doch niet opgelosi Het geheele 
kantal opTattingen, waarvoor een getrapte breuk Tatbaar is, 
woidt door db Lohgchamps nf gesteld, terwijl Lucas hierroor 
1 • 

Cto vindt. Dit verschil wordt verklaard, doordat Lucas 



op het verschil in lengte van twee deelstrepen slechts dan let, 
als dit verschil invloed kan hebben op de waarde der breuk, 
dus niet als zij gescheiden zfjn door een grootcre deelstreep. 
Daarentegen denkt de Lohgchamps zich de n deelstrepen alle 
terschillend in lengte, en houdt dus bijv. bij do breuk 

waar de tweede deelstreep de grootste ondersteld is, rekening 
met de vraag of de eerste deelstreep kleiner dan wel grooter 
dan de dorde is, alhoewel het antwoord op deze vraag slechts 
een fornieele beteekenis kan hebben. 

In overeenstemming met Lucas zal in het volgende op het 
verschil in grootte der deelstrepen slechts gelet worden, voor- 
zoover dit invloed heeft op de waarde der breuk, in welk 
geval, zooals Lucas heeft aangetoond, het aantal opvattingen 

-^CL bedraagt 

2. Merkt men op , dat na herleiding Oo steeds in dén teller, 
ff, steeds in den noemer voorkomt en elk der overige elemen- 
ten zoowel in den teller als in den noemer van de herleide 
breuk kan optreden, dan blijkt dat het aantal verschillende 
uitkomsten 2*^^ bedraagt. 

Daar r-CL>2"~^ is voor m>2, zal in het alge- 

w -f- 1 

meen elke uitkomst het resultaat der herleiding zijn van 

verschillende opvattingen der breuk. Zoo wordt, voor « = S, 

gevonden uit de herleiding zoowel van 

als van — ^ — 
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. 3, Onder eén hoofddeelstreep moge een deelstreep verstaan 
worden, die grooter is dan alle volgende deelstrepen en 
die m. a. w. over alle volgende deelstrepen heen reikt. Het 
aantal hoofddeelstrepen eener breuk zal door p voorgesteld 
en de aanwijzer der breuk genoemd worden. Onder een 

Bü zal verstaan worden een getrapte breuk, met den aanwijzer 
die uit n + 1 elementen bestaat. Zoo staan hierboven 

3 1 

opgeschreven een B3 en een B3. 

Het laatste element eener breuk komt na herleiding in den 
teller of in den noemer, naarmate de aanwgzer van de breuk 
even of oneven is. 

Het bewijs van deze stelling kan gegeven worden door aan 
te toonen , dat als zij geldt voor een waarde p = zij ook 
geldt voor een waarde p = Pt + 1, waaruit, daar de stelling 
blijkbaar juist is voor /? = 1 , volgt, dat zij algemeen geldig is. 

Met behulp van deze stelling kan men voor elk element 
bepalen , of het in den teller dan wel in den noemer van de 
herleide breuk zal optreden. Men heeft zich daartoe slechts 
het deel der breuk, dat onder het beschouwde element is ge- 
legen, weg te denken, en voor het overblijvend deel den aan- 
wijzer te bepalen Gemakkelijk ziet men in, dat het weglaten 
of bijvoegen van eenige elementen onder aan een getrapte 
breuk geen invloed heeft op de plaats, die de overige elemen- 
ten in de herleide breuk verkrggen. 

4. Letten wij nu op het aantal wijzen, waarop men onder 
aan een getrapte breuk , waarvan de beteekenis der deelstrepen 
is vastgesteld , een nieuw element kan toevoegen. Dit kan , 
als p do aanwijzer dor gegeven breuk is, blijkbaar op /? + 1 
verschillende wijzen geschieden. De aldus verkregen p -'r l 
nieuwe breuken hebben respectievelijk de aanwijzers 1 , 2 , ö , 
. . p + 1. 

De lengte van de deelstreep toch kan zoodanig gekozen 
worden, dat van de p hoofddeelstrepen der gegeven breuk er 
h over de nieuwe deelstreep heenrciken , waardoor de lütuiwo 
breuk f 1 hoofddeelatrepen verkrijgt. Daar nu voor k achter- 
eenvolgens 0 , 1 , 2 , . . . /? genomen kan worden , vindt men 
de bovenstaande uitkomst. 

Zoo kan bjjv. bij de eerste der twee hiernaast afgo- 
4rukte breuken (p = 3) het element op vier verschillende 
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wijzen aangehangen worden en zullen de nieuwe breuken 
respectievelijk de aanwijzers 1, 2, 3 en 4 hebben. Bij de 
tweede dezer breuken (p = 1) kan slechts op twee wijzen wor- 
den aangehangen en hebben de nieuwe breuken de aanwijzers 
1 en 2. 

Wonscht men , dat het nieuwe element in den teller van de 
herleide breuk zal optreden, dan moet de aanhanging zoodanig 
geschieden f dat de aanwijzer van de nieuwe breuk even is De 
nieuwe breuken hebben dus tot aanwijzera 2 , 4 , 6. . ./) of (/? 4- 1), 

P lp -\- ^\ 

terwyl hun aantal — of| — j bedraagt Wensoht men daar- 
entegen het nieuwe element in den noemer der herleide breuk 
te brengen, zoo moet de ajxnwijzer der nieuwe breuk oneven 
zign. De nieuwe breuken hebben dan tot aanwijzers 1, 3, 5. .. 

ji» 4- 1 of (p), terwijl hon aantal ^ ^ ^ of ^^-^^j bedraagt. Hier- 
bij hebben de tusschen haalgea geplaatste getallen betrekking 
op bet geval, dat p oneven ia. 

5. Met behnlp van het voorgaande kan men nu gemakke- 
Igk een getrapte breuk opsobrgven, die na berleiding een ge- 

geven uitkomst zal opleveren. Uitgaande van de breuk — 

bangt men telkens een volgend element op zoodanige wijze 
aan, dat dit de verlangde plaats in teller of noemer der ber- 
leide breuk verkrijgt. 

Het aantal wijzen, waarop men bierbij te werk kan gaan, 
kan met behulp van den volgenden regel bepaald worden. 

Men verdeele de elementen a, n.^,., in groepen, zoodanig 
dat men een nieuwe groep begint bij elk element in den noe- 
mer, dat volgt op een element in den teller. Yoor bet in de 

opgaaf gegeven voorbeeld - -^^ ^'^ - worden dezegreepen: 

cr, fl,„ 

Er zijn dus hier vier groepen, respectievelijk bestaande uit 
2, 3, 3, 2 elementen. Het aaiuil groepen moge in het 
algemeen door A en het aantal elementen in elke groep door 
w,, w, . . . mi voorgesteld worden. 

Men tcekeno nu con schaakbord aan de boven- en rechter- 
zgde door een rechte i^u en verder door een gebroken Ijjn 
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begrensd, van zoodanigen vorm, dat de eerste w, kolommen 
één veld , de volgende wij kolommen twee velden enz. en eindelijk 
de laatste mt kolommen A; velden bevatten. Voor het boven- 
aangehaalde voorbeeld yerkrijgt dit bord dus dezen vorm: 



1 


1 


1 


-1 


1 


1 


'1 


-1 


1 


1 






1 


2 


3 


4 


5 


6 


7 


8 












4 


<> 


15 


22 


30 


















22 


52 



In elk veld wordt nu het getal geplaatst, dat aangeeft bet 
aantal wegen, waarop men yan het beaehouwde yeld nit het 
linkerboyen?eld kan bereiken door telkens een stap naar links 
of naar boven te doen. Toor elk der velden in de bovenste 
rij is dit getal blijkbaar één, terwgl voor elk der overige velden 
dit getal gevonden wordt als de som der getallen geplaatst in 
de beide velden, die boven en links van het beschouwde veld 
zijn gelegen. Ook wordt elk getal gevonden door bg het getal 
geplaatst in het links gelegen veld alle boven dit getal in 
dezelfde kolom voorkomende getallen op te tellen. 

De som der getallen voorkomende in de laatste kolom 
(1 + 8 + 30 4- 52) geeft nu het gezochte aantal aan , dus hier 

het aantal wi|zen, waarop de uitkomst — - — — uit de go- 

trapte breuk kan worden afgeleid. 

Tevens leert het diagram de aanwijzers kennen van deze 
91 breuken. 

De achtereenvolgende getallen in de laatste kolom , van 
onder naar boven genomen, doen namelijk het aantal oplos- 
singen kennen respoL'tievelijk met do aanwijzers 1, 3, 5, enz. 
als het laatste element in den noemer voorkomt, of met de 
aanwijzers 2 , 4 , 6 , enz. als dit element in den teller staat. 

Er zijn dus hier 52 Bio, SOB^o» 8 Blo en IBlo, die na her- 
leiding de gegeven breuk opleveren. 

6. Yan de juistheid van den hier gegeven regel overtuigt 

men zich gemakkelyk, door uitgaande van de breuk — elk 

der overige elementen achtereenvolgens aan te hangen met inacht- 
neming vau de aanwijzers der breuken. 
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Zg bgT. geTonden, dat de breuk — het resultaat is 

Yan de herleiding van 9 B; , van 5 Bj en van 1 By* 

Om nu de breuk — — - — te Terknjgen moet men aan de 

eerste breuk het element as toeyoegen en wel zoodanig dat 
dc nieuwe breuk een OTeu aanwjjzer verkrggt. 
Volgens het hierboven gevondene levert 

elke B?: één B|, 

elke B}: één B| en één B|, 

elke B?: één B^, één Bi en één Bj. 
Men vindt dus in het geheel (l> 4- 5 -t 1) B^, (5 4- 1) en 
1 Bg. £a dit zijn, blijkens de wijze, waarop de getallen in het 
diagram zgn bepaald, juist de getallen voorkomende in de 
8'^ kolom. 

In het voorgaande kwam zoowel het laatste element van de 
gegeven breuk als het nieuw aangehangen element in den teller 
der herieide breuk voor. Staan deze elementen beide in den 
noemer, dan blijft het betoog onveranderd; slechts zullen de 
aanwgzers der breuken dan alle oneven zjjn. Komt het laatste 
element van de gegeven breuk in den noemer, het nieuwe 
element daarentegen in den teller voor, dan zullen de ge- 
trapte breuken die de gegeven breuk opleveren oneven, die 
welke de nieuwe breuk opleveren daarentegen even aanwgzers 
bezitten. 

Elke Bl levert één B||^i op, elke B« één B^^i en één 
B||^2 enz. Het resultaat, dat men verkrggt, blijft echter 
onveranderd. 

Het geval dat het laatste element van de gegeven breuk 
in den teller, het nieuw toegevoegde element daarentegen in 
den noemer voorkomt, verdient echter nadere beschouwing. 

Zij gevonden, dat de breuk ''^^ }^q^ resultaat is van de 

herleiding van ISBl, van GBj en van 1 Bg. Om nu de brenk 

te verkrijgen moet het element zoodanig aange- 

hangen worden, dat de nieuwe breuk oen oueveu aanwijzer 
verkrijgt. Daarbij levert 
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elke B|: één B9 en één B9 , 
elke BJ: één Bi, één Bj en één Bj, 
elke Bj: één B9, één Bi, één B} en één B}. 
De nieuwe breuk w dns het resultaat yan de herleiding van 

(15 + 6+ 1)B5, van (15 + 6+ 1)B"J, van(6 + l)B9 envanlBj. 
welke getallen juist die z^n, voorkomende in de negende ko- 
lom van het diagram. 

Hieruit blijkt, dat het aantal regels van het diagram met 
één verminderd moet worden, telkens als een element in den 
noemer volgt op een element, dat in den teller voorkomt. 

Vraagstuk CLXXXIV. 

Twee punten P en Q doorloopen een zelfilen groeten cirkel van 
een bol met snelheden v en — 2v {av in tegengestelde richting}. 
Gevraagd de meetkundige plaats der lijn / door Q evenwijdig ge- 
trokken aan de verbindingslijn van een der polen O van dien cirkel 
met den overeenkomstigen stand van P (scheef oppervlak van den 
zesden graad). Aan te toonen , dat de dubbelkromme van dit 
oppervlak zich splitst in vier kegdsneden. De schijnbare omtrek 
van dit opp«rvlak met betrekking tot O te onderzoeken (vergelijk 
Steiner's beroemde verhandeling „Ueber eine besondere Curve 
dritter Classe und vierten Grades", Crelle's Journal^ deel 53, 
blz. 331). (Dr. P. H. ScHOum) 

Opgelost do&r Dr. P. H. Schoxttb. 
Oplossing. 

1. Beschouwen we de rechte lijn / als de verbindingslijn 
van Q (fig. 86) met lu't ouoitidio^ ver gelegeu puut R van 
OP, dan is het gevraagde upporvlak de meetkundige plaats 
van de verbindingslijn QR van uvereenkuiiistige punten en 
R van twee cirkels, nl. van de punten Q van den gegeven 
groeten cirkel en de punten R van den cirkel volgens welken 
de kegel mot O tot top en den gegeven cirkel , van den bol tot 
richtlijn het vlak in het üueindige snijdt. Wijl bij een wil- 
lekeurig aiuigenomen punt 1* één bepaald punt Q behoort, 
omgekeerd echter een willekeurig punt Q twee diametraal 
tegenover elkaar liggende punten P doet vinden, bestaat 
er tusachen de punten Q, R een overeenkomst (1, 2). Boven- 
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dien hebben de twee cirkels , waarlangs Q cn R zich bewegen, 
twiio onbestaanbare punten T en J in het oneindige met elkaar 
gemeen en vallen de beide punten R in J of I samen, als 
men Q in I of J aanneemt. Door projectieve overbrenging 
neemt het onderzoek naar de meetkundige plaats van l den 
volgenden vorm aan: 

„Gegeven twee kegelsneden en Kr (fig. 87) in versohil- 
^lende vlakken ^ en p, die de snyign hunner vlakken in 
^dezelfde punten I en J ontmoeten, en opKf een puntenreeks 
i»(Q)i op Kr een met deze puntenreeks projectieve kwadra- 
ytiBohe involutie (R, , Rj) met de dubbelpunten I en J. Ge> 
^vraagd de meetkundige plaats der verbindingslijnen QR, , QRj, 
,als Q in I of J valt, wanneer R| en Rj in J of I vereenigd 
.liggen." 

De graad dezer meetkundige plaats volgt onmiddellijk uit 
haar doorsnee met (p of p. Wijl door een willekeurig punt Q 
twee beschrijvende Ignen QR| en QB^ gaan, is Kf een dub- 
belkromme van het oppervlak en bestaat de doorsnee met ^ 
uit deze dubbel tellende kegelsnee en de eveneens dubbel tel- 
lende rechte I,J. Wgl door een willekeurig punt R een 
enkele beschrijvende Ijjn gaat, is Er een enkelvoudige ki-omme 
van het oppervlak en bestaat de doorsnee met p uit deze een- 
maal tellende kegelsnee en de viermaal tellende rechte I,J. 
Beide doorsneden zijn van den zesden graad; dus is het ge- 
vraagde oppervlak dit ook. 

2. Natuurlgk maakt de kromme Ef deel uit van de dub- 
belkromme van het oppervlak. Verder is het duidelgk, dat 
twee beschrgvende Ignen Q'R' en Q'^R'' elkaar buiten ^ sng- 
den of elkaar kruisen zullen, naarmate Q'Q'^ en P'P'^ even- 
wijdig zijn of niet. Is nu S (fig. 88) een der drie punten van 
samenvalling van P en Q en zfjn P', Q' willekeurige standen 
yan P, Q, dan zullen de spiegelbeelden P", Q*^ van F, met 
betrekking tot de middellgn MS eveneens bij elkaar behoorende 
standen van P, Q zijn en hiermee twee standen Q'R' en Q^'R'^ 
in verband staan, waarvoor Q'Q" en P'P'' evenwijdig loopen. 
Het sngpunt der elkaar snijdende beschryvende Ignen ligt dan 
in het ylak OMS. Dit vlak bevat dus een tweede dubbel- 
kromme en behalve deze twee besehrgvende lijnen; dus is de 
dubbelkromme een kegelsnee. Op deze vrjjze vinden we nog 
drie dubbelkegélsneden gelegen in de ylakkenOMS,, OMSa, OMSg. 
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3. Beschouwt men O (fig. 86) als centrum van centrale projec- 
tie, en het vlak van den grooten cirkel des bols als tafreel, dan 
is l de lijn, die PQ tot projectie en daarin P tot vluchtpunt, Q 
tot snijpunt heeft. De door O gaande raakvlakken aan de 
meetkundige plaats der lijnen / snijden het tafreel dan volgens 
de lijnen PQ; de door PQ omhulde hypocycloïde met drie 
keerpunten is dus de richtlijn van den kegel, die voor O de 
schynbare omtrek bepaalt. 

Aanmerking. Het is niet moeielijk de bovenstaande syn- 
thetisch verkregen uitkomsten door berekening te bevestigen. 
Neemt men M tot oorsprong, MO tot s-as van een rechthoekig 
coördinatenstelsel aan en legt men de rc-as door een der drie 
coïncidentiepunten S van P en Q , dan is, als hoek PMX door 
^ voorgesteld wordt, de vergelijking van QK 

X — a Ooi 2^ y + « Sin 2f z 

en Tindt men dus de yergelgklDg der meetknndige plaats door 
^ te elimineeren nit 

X — a Cos 20 4- « cos 0 = O , y a Sin 2^ 4" « Siii ^ = O 
of, als t Toor e'^ geaabatitueerd wordt, uit 

» + + — ««""'«O, »— fy-ha«-i — ért*«0. 
Leiden we hieruit eerst de betrekkingen 

a{x-\-iij) t'^-\-z{x — iy) t-\-z'^~a'^—{)^ {z^—a~) i^-f z <-f « {x — iy ) = O 

af, dan geeft verder de gewone eliminatiemethode de uitkomst 
a(aï H- iy) »{x — iy) a* — o* O 

O a{x -f iy) z{x — iy) a* — a* 

— z{x + iy) a{x — iy) O 

O «»— a* «(37 + ty) «(«— W 

Dit herleidt zich na deeling door {z^ — u-^) tot 
(z^^a'y-'iz^-d'){z'+2a^)ix'-\-y*)-^2axz^^^ 

Vraagstuk CL.XXXV. 

Voor welke punten P in het vlak van driehoek ABC is het pro- 
duct AP . BP . CP een minimum? (N. Ch. Spvker.) 

Opgelost lioor W. Mantel en A. A. Nylamd. 



«0. 
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Oplossingen. 

1. Nataurlgk yoldoen de hoekpnnten aan de vraag. Zoekt 
men naar andere punten P, dan moeten dese voldoen aan de 
yergelgking 

è (log AP 4- log Br -f log CV) = O , 

of 

d . AP ^ . BP d . CP ^ 

L 1 _ Q 

AP ^ BP ^ CF 

'en vindt men dus de bekende twee eyenwichtspunten voor 
krachten, die volgens PA, PB, PO gericht en omgekeerd 
evenredig zijn met PA, PB, PC. Als men de tweede diffe- 
rentiaal van log AP + log BP + log CP in rechthoekige coördi- 
naten berekent, blijkt echter spoedig, dat dese punten geen 
minima opleveren. 

Men kan dit laatste ook als volgt duidelgk maken. De uit- 
drukking tl s log AP . BP . CP is het bestaanbare deel van 
log Al^ . BP . CF, waarin AF, BP, ÜP vectoren aanduiden. 
Dus is tf het bestaanbare deel eener functie van de complexe 
veranderlijke x 4- «y» die de ligging Van P aanwijst, en voldoet 
zg als zoodanig aan de bekende differentiaalvergelijking 

— f - s 0. Wüi en . dus tegengestelde teekensheb- 

ben, kan u onmogGlijk maximum of miuiuin zijn (W. M.) 

TI. "We nemen A tut oorsprong aan van een willekeurig 
rechthoekig coördinatenstelsel AX , AY (fig. 89) en duiden 
de complexe vectoren van AB, AC, AP door )3, 7, de 
complexe vectoren van hun spiegelbeelden AB', AC', AP' 
met betrekking tot de or-as door /j', y', z' aan. Dan is 

het vierlcant van den modulus van AP . BP . CF en dus het 
vierkant van het product der a&tanden AP, BP, CP. 
Voorwaarde van het vraagstuk is dus, dat 

« z{z - 15) {z - 7) . zV - 0') {z' - 7') 
minimum is, met bctickkinf^ tot de beide veranderlijken 
a; en f/ , waarvoor men ook wel : en z' mag aannemen. 
"Wijl log u eveneens minimum moet zijn , vinden we dus de 
beide voorwaarden : ' 
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die, zoo als gemakkelyk blykt, tot de twee zelfde punten P 
▼oeren. De eerste geeft 



Voor 4^ = (/3 — y)"** 4- /3y is P dus het zwaartepunt van 
een der drietallen (B, C, Z,) , (B, C, Zj) , waarbij Z, en 
de punten met de complexe vectoren ^ en — ^ zijn. 

Stellen we /3 — 7 = a d. i. de complexe vector van AC, 

gelgk en evenwijdig aao CB, S = ^ d.i. de eomplexe veotor 

^an het punt D, waarvoor de driehoeken AC,B en ACD ge- 
IJkvormig zijn , en e = a -|- g d. i. de complex 0 vector vao het 
vierde hoekpunt E van het parallelograni C,AD£, dan gaat 
^ = (/3 — i)^ -\- Py over in = a'"* + = «f en wordt Z 
dus bepaald door de voorwaarde, dat de driehoeken C,AZ en ZAË 
gelijkvormig zgn. Dus is Z gelegen op de deellijn van boek 
C,A£ op een afstand middeneTearedig tusschen de a&taaden 
AC, en AE , waardoor de twee punten Z, en Zj gevonden 
worden. Uit deze leidt men dan weder de beide puntenP, en P, 
af, die oplossingen van de vraag kunnen wezen. Of ze dit 
zgn, moeten de tweede differentiaalquotienteo bealisaen (A. A. ^.). 

AARMKRKiiraBV I. Door gewone toepassing der differentiaal- 
rekening yindt men na een vrg ingewikkelde herleiding de 
betrekkbg 



waaraan de brandpunten van Steinkr voldoen. Deze uitkomst 
stemt met de beide boven gevondene overeen. Eerstens is in 
yrftflo;8tuk U2 van deel IV aangetoond , dat het punt Z in even- 
wicht onder do werking van drie krachten gericht naar P, Q, R 
en omgekeerd evenredig mot PZ , QZ , RZ een der beide brand- 
punten van Steinëk is. Eu ten tweede is daar aangewezen, 

dat deie pnnten aan de betrekking + ?^ ^ ~ ^ 



d. i 



AP . Sin BPC = BP . Sin CPA = CP . Sin APB , 



doen (N. Ch. 8.). 



Win. Oro.» DL VI. 



25 
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IL Haken we gebruik van de notatie Tan vraagstak 136 
dezer reeks, dan Yinden we, dat de Toorwaarde 



1 ^ 1 « 

— 4- 4- — ■ = 0 



overgaat in 



H ■ . s + , . . = O 



of 

^ 4- (^^ -h + - (nam iteih + n.fl») = 0. 

HIemit Tolgt dadelgk, dat in + ^9 de 9 nnlis, P, en 
Pt du8 liggen op de groote as der ellips Tan Steutbr, ens. 

(Bio.) 



Vraagstuk CLXXXVI. 

Zet men op de laaUijnen uit een punt F aan een kegelsnee ge> 
trokken van P af naar het raakpunt toe stukken PG en PG' uit, 
die gelijk zijn aan de afstanden PF en FF' van P tot de brand- 
punten der k^ielsnee , dan stelt GG' de lengte der brandpuntenas van 
de kegelsnee voor. Men vraagt het bewijs. (N. Ch. Spuker.) 

Opgelost door T. J. Allersua en N. Ch. Spqksr. 

Oplossing. 

Zijn R en E,' (fig. 90) de raakpunten en is H het spiegelbeeld 
van F' ten opzichte Tan PR' , dan liggen F , R' , H in een reobte 
lijn en is FH = FR' ±1 F'W de brandpuntenas der kegelsnee. 
Uit de onmiddell^'k aanwgsbare congmentie der driehoeken 
0PO' en FPH volgt dan het gestelde. 

Aanmerking. Deze stelling rechtvaardigt de constructie in 
de oplossing van Vraagstuk 114 der vorige reeks voor de iaop- 
tische kromme gegeven (N. Ch. S.). 



Vraagstuk CLXXXVII. 

De projectie van een kegelsnee K uit een punt C buiten 
haar vlak V op een ander vlak V' is K'. Gevraagd de punten 
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van V, die zich als middelpunt, toppen en brand]}unten van K' 
projecteeren. (H. dk Vries.) 

Opgelost door H. de Vsiss. 



Oplossing. 

Door C brengen wij een vlak aan evenwijdig aan het pro- 
jeotieylak. Snijdt dit vlak het vlak Yan E yolgens de rechte 
r en ia R de pool van r ten opzichte van E, dan is de cen- 
trale projectie B' van R bet middelpunt Tan K', want de 
pooUgn / van B' ligt in het oneindige. Zoeken wjj verder 
de pooUnToIutie van r ten opzichte van K en in deze invo- 
Intie het paar R|Bat uit O onder een rechten hoek wordt 
gezien , dan zgn de projecties der Ignen RR] , RR, de assen 
en de projecties van haar snijpunten met K de toppen van K'. 

Ten einde de punten te vinden, wier projecties de brand- 
punten van E' zgn, hebben wg de punten op te sporen, die de 
eigenschap hebben, .dat de projectie hunner pooliyneninvolutie 
rechthoekig wordt, m. a. w. dat de involutie, die op r ontstaat, 
wanneer wg de pooUijneninvolutie door deze rechte sngden, 
uit C door een rechthoekige involutie geprojecteerd wordt. Is. 
te dien einde At een w;illekenrig punt van r en A, een tweede 
punt van r zoodanig, dat hoek A|GA, recht is, en trekt men 
door A| een willekeurigen straal dan zal de verbindingslijn 
van Al met de pool Gt van g den straal g in een punt P 
sngden met de eigenschap, dat van zijn pooUijneninvolutie één 
stralenpaar, nl. g, A^G, door de punten A, en A, gaat en 
dus als rechthoekig paar wordt geprojecteerd. De verwantschap 
tusschen de stralen g cn A^G is wederkeerig ; draait g om A| , 
dan zal P dus een kegelsnee doorloopen, die door A, en Aa 
gaat en in deze punten de Ignen A,R, A^R tot raaklgnen 
heeft; alle punten van deze kegelsnee deelen de eigenschap 
van het punt P. Is B, , B.^ een tweede puntenpaar op r zoo- 
danig, dat hoek B,CB, recht is, dan zal, wanneer men de 
zooeven beschreven constructie herhaalt , een tweede k^elsnee 
ontstaan , die door B| en gaat , in deze punten de Ignen 
B,R, B^R aanraakt en waarvan alle punten de eigenschap 
bezitten, dat één stralonpaar van hun pooUijneninvolutie door 
B, , Ba gaat en dus uit C nis rochthookig paar wordt ge- 
projecteerd. De vier snijpunteü dezer twee kegelsueden vur- 

25* 
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eenigen belde eigenschappen en iga dus de gezoobte punten. 
Zg kunnen met passer en liniaal w(»den geeonstraeerd, omdat 
2g paarsgewijze op de lijnen RB, , BBa moeten liggen. Twee 
sgn steeds reSel , de beide andere steeds toegeyoegd onbestami- 
baar en dns door een elliptiscbe inyolntie bepaald. De pro- 
jecties hunner pooUijnen , welke laatste elkaar paarsgewijze in 
Bi en snijden, zijn de vier riohtlijnen van K'. 



Vraagstuk CLXXXVIII. 

Gegeven een kwadratisch oppervlak F', een punt P en een vlak 
V. Gevraagd alle vlakken, die snijden volj^ns kegelsneden, 
welke zich uit P op V projecteeren als 

a) cirkels , 

è) gelijkzijdige hyperbolen. (H. de Vries.) 

« 

Opgelost door W. VLkstkl en H. db Vrus. 
Oplossing van W. Mantel. 

Moeat dc projectie door twee gegeven punten M en N van V 
gaan, dan zou men PM cii PN trekken en de snijpunten M,, en 
N, , Nj van deze lijnen met F- zoeken. Elk vlak door M,N|, 
M2N, , M, Na, of MjNj zou dan aan de vraag voldoen. 

a). Hier zijn M en N de onbestaanbare cirkelpunten van 

V en de punten M, , M2 en N, , dus onbestaanbaar. Deze 
punten zijn echter twee aan twee toegevoegd onbestaanbaar, 
bijv. M, en N, , M.2 en Nj , zoodat de verbindingslijnen M,N,, 
M^N, bestaanbaar zijn. Elk vlak door een dezer beide bestaan- 
bare rechten voldoet aan de vraag. Omtrent de constructie 
der lij non M,N, en M^M, vergelijke men Vraagstuk 86 van 
deel IV. 

h) nier zijn M en N een paar oneindig verre punten van 

V in onderling loodrechte richtingen en omhullen do lijnen 
M,N,, M^N,, M,N,^, M^N^ in het vlak door P evenwijdig 
aan V een kegelsnee k. Elk raakvlak aan k voldoet aan de 
vraag. Omtrent de kegelsnee k vergelijke men Vraagstuk 68 
van deel II. 
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Vraagstuk CLXXXIX. 

Van een kromme van den vijfden graad met drievoudig pnnt D 
gaan, in het algemeen, acht raaklijnen door D. Men vraagt te 
bewijzen , dat men door de raakpunten dier raaklijnen drie knbisdie 
krommen kan brengen , die in D een buigpunt hebben en daar 
door de raaklijn aan een der drie takken worden aangeraakt. 

(Dr. J. DB Vries.) 

Opgelost ihor W. Maktel en Dr. J. de Vries. 

Oplossing. 

Wordt de coördinaten- driehoek zoo gekozen, dat a;=0, 
jf = 0 twee der raakiynen in D vonrstelleii, terwijl «=sO de 
▼Ijfde - snijpunten <i, en dier raaklijnen en de kromme met 
elkaar verbindt, dan neemt de vergelgking der kromme den vorm 

4>» = {ax -\~ bi/) x\fz^ 2««^ -f ay«3 = O 1) 

aan, waarin «3 en «f4 in en y gelijkslachtige vormen van 
de graden der indieea aanduiden. Schrjjfit men hiervoor 

{flX + hy) a:y<ï>5 = [(«P + h%j) xyz -f W4]''' -\r{ax-yhy) xhfu 3 — «4» = O , 

dan blijkt, dat de gelijkslachtige achtstemachts-vergelijking 
{nx -1- h\f) x^y'^u^ - u^'^ = O de acht raaklijnen voorstelt, die men 
uit D aan <P,i kan trekken , terwjil de raakpunten worden 
ingesneden door de kromme 

die dus de eerste poolkromme van D voorstelt, zooals dit trou- 
wens ook uit 1) volgt. 

Nu stelt «I's -f A^n4 = O een bundel krommen van den vijfden 
graad voor, die in D een gemeenschappelijk drievoudig punt 
met gemeenschappelijke raaklijnen (t = O, t/ = O, ax by — 0) 
bobben, door de acht punten ()t en de beide punten 
gaan en nog drie op 2^ = O gelegen gemeenschappelijke punten 
d^, <f 4 , bezitten, die door w., — O en e — O bepaald zijn. 
Voor A = — 2 vindt men een kromme van den vyfden graad, 
die uit X = O , y = O en de kubische kromme 

^,si#,-(w + ^)«* = 0 2) 

is samengesteld. Deze gaat duur ^3 , ^4, d« en heeft 



Digrtized by Google 



390 



WldEÜNDIGE 



in D een buigpunt met ox '\- by= O tot buigraaklijn. Door 
herhaling van deze redeneering na Terwisseling van de raaklgn 
Hdp ^ = O met een der andere, vindt men, dat er drie krom- 
men ^3 gaan door D en de acht punten pk , die D tot buigpunt 
hebben y oo de oyereenkomstige drie buigraaklijn en met de 
raaklijnen yan ^5 in D samenyallen. Anders gezegd , de bundel 
van kubische krommen met de negen vaste punten D, pt bevat 
drie krommen, waarvoor D een buigpunt is, enz. 

Uit de vergelyking 2) volgt, dat de eerste kromme ^3 door 
de punten 2; = 0, = O, d. i. door de punten d^, d^y cf, gaat. 
Dus zijn we in staat de 15 sngpunten van met de oorspron- 
kelijke 4>5 volledig aan te wijzen. Het punt D telt voor vier 
snijpunten , wijl het drievoudig punt is van 4>5 , enkelvoudig 
punt van SKg en de buigraaklijn van ^3 in dit punt met een 
der drie raaklijnen van <l>5 in D samenvalt. Behalve dit punt 
D en de acht punten zijn d,, d^^ d^ nog aan <!>, en ge- 
meen; dus zjjn de T^jftien gemeenschappelijke punten Torant- 
woord. 

Vraagstuk CXC. 

Aan te toonen» dat een ruimtekromme van den vijfden graad 
en het tweede geslacht slechts één involutie van puntenparen draagt 
en er bijzondere krommen zijn , waarop elk paar dier involutie met 
elk ander paar éoot een vlak kan vereenigd worden. 

(Dr. J. DB Vxns.) 

Opgelost door Dr. J. de Vries. 
Oplossing. 

Et n ruimtekromme Tv- 2 wordt uit een op haar gelegen punt 
geprojecteerd in eeiie vlakke kromme C4 ^ met een dubbel- 
punt; bijgevolg gaat door elk van h:iar punten één trisecante 
ï. De vlakken door T snijden een involutio van puntenparen 
in, welke /es dubbelpunten heeft, overeenkomende met de zes 
raakljjnen aan 0, - uit haar dubbelpunt. 

Een tweede j>ar(Miinv(i]utie zou den vlakkenbundel door T 
rangschikken in een symnietrii^che (2 , 2)-ovei eenkomst , die, 
blijkens het bovenstaando , zes vertakkingsvlakkeu zou bezitten, 
dus twee meer dan zulk een verwantschap mogelijk is. 
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De boven geTonden inyolutie wordt dus door eiken vlakken* 
bundel ingesneden, die een triBeeante tot as heeft. De Ter> 
bindingskoorden barer paren ign de beBchrgTende Ignen, de 
trisecanten de liehtlijnen van een hyperboloide, waarop de 
kromme ligt. 

Brengt men een kubiach oppervlak door T en 15 pnnten van 
R, dan bevat dit de geheele kromme. Hen kan das B be- 
adhonwen als doorsnede van een kwadratiseh en een knbisch 
oppervlak, die een reobte gemeen hebben. 

Neemt men een kwadratisch kegelvlak, dan ontstaat een 
Bi,4 waarvan alle trisecanten do6r den top gaan en élk een 
paar der involvtie dragen. Dan liggen dns elke twee paren 
in één vlak. 

Vraagstuk CXCI. 

Geg^en de betrekkingén 
TgCy+') . (TRy+Tg5)=Tg(H *).(Tg»4-Tg»)=Tg(«-hyMTg«-|-Tör). 

Door oplossing leidt men hieruit /{x)=/{y) =/(z) af. Wel- 
ken vorm heeft /(x)? (G. de Longchamps). 

Opgelost dM" G. DB LOKGCHAMFS. 

Oplossing. 

1. Onmiddellijk vindt men 

8in»(» + g) Sin»(* + y) 

Cos 8 Cos 9 Cos (»+ jr) Cos » Cos y Cos {» + y) 

of 

Cosy Ooe(ji;+y) — Co8« Coe(«+») = 

= Cos {x + ^) Cos {x -f |Co8^ CoB (a; -H — Cos z Cos ix-\-y)\» 

d.i. 

Cos (« + 2^) Cos (flp -I- 2^) = 

= Cos (x + Cos (x -i- z] |Co8 (a; — ^ + — Cos (x+y — 

wat zich herleidt tot 

Sin # _ 8m (X -\- y -\- z) 

Cos (i^ + ^) Cos iy + z) Cos (z x) Cos (« -r y) * * 
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Wjj] huk tweede lid symmetriioli ie, Tolgt hieruit 

Sin X Sin y Sin z 

Cos (y -I- 2) ^ CÖ8(7+7) " C08(ar-f ^) • • • • ^* 

wat een eerste tnuiefonnatie der gegeyen Tergelgkingeii Toorstelt. 
2. Uit 1) volgt 

Sin « Sin (:b + y + ') ^ 

= Ooe* « Ooi (x -f y) CoB (ar 4- — Oofl (a: -f y) Co8 (» + e) 
of 

Co8 -h 2) -h Cos (y — ») = 2008'^^* Cos {x + y) Cos (a; -h , 
d.i. 

Cos y Cos z = GoBi'x Cos (a? -|- y) Cos (aj + «). 
Hieruit Tolgt 

Coe* Cos X CoB y Cos z 

Cos (y H- «) " Coi (y -H «) Coi (# + a?) Cob (« + y) 

en dus ook 

Cos' a: Cos^ y Cos^ z ^ 

= — = 3). 

Cos + 2f) Cos {z + x) Cos (x + y) 

8. Uit de beide transformatieB 2) en 3) volgt nu onmiddellgk 

Sin Of _ Sin y _ Sin z 

C^ ~ Cos^ y ~ Cos" « ^' 
of, alB men wU, ^ 

d(Tg»x) d(Tg^y) (i(Tg^^) 

- 5). 



• • • 



dx dy dz 

In de vergelgkingen 4) en 5) zgn de veranderlijken geBoheiden. 

AANMBRKiifo VAN Dr. P. H. Schoutb. Ib het de vraag de 
gegeven vergelijkiDgeu op te lossen, dan kan men als volgt 
redeneeren : 

1. Stellen we eenvoudigheidBhalve Tgarsa, "^8^ = ^^ 
TgiS = «, dan gaan de gegeven betrekkingen over in 

(6 4- cf ^ (c + ay ^ (g + by 

1 — be 1 — ca 1 — aó 

en herleidt hot vraagstuk zich dus tot het zoeken van den vorm 
dor functie / in de gelijkwaardige vergelijkingen /(«)= /(^)= /(c). 
Door voorloopig de laatste breuk weg te laten vinden we 

(* + (1 - ca) = (c -I- a)» (1 - 6c), 
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of 
d. i. 

(6 — + & +2» + e*^ade] sO. 

We hebben dus achtereenvolgens rekening te houden met 
de beide mogelijkheden a = b en a -\- h -\- 2c -\- — o6c = 0. 

2. Is a = é , dan geeft de weglating der eerste breuk 

en dos 

(1 _ jl) ij> + 26 (1 4- <r - 6' (3 4- 6') = O , 

of 

(1 - i'^) c = — ^ (1 -f 6») dt 2i. 

We Tindea ook hier dus weer twee geyallen. Het plusteeken 
Toert tot c=e6, wat met het boyenstaande de op zich zelf 
duidelgke symmetrische oplossiDg Tg^r ss Tgy = Tge oplevert. 
Het minosteeken geeft 

6" - 1 

Hieruit volgen de drie asymmetrische oplossiogen 

Tg«(Tg*e + 3) 

Tg,(Tg-,-f3)^ 
Tg»y~l ' 

Tgg(Tg»ar+8) ^ _ 

3. Zijn geeti twee der drie grootheden d;, y, 21 aan elkaar 
gelyk, daa vinden we 

a + J H-2cH-c» — a6c = 0 \ 
a +26+ « +6«— abe = 0 
2aA- b c -j-a»— a^c = 0 

Trekken we de tweede vergeljjking van de eerste af, dan 
komt er 

(« — 6)|1 +c» + c6 + 6^| = 0. 

Wgl c = é enz. aijgehandeld is , vinden we hier dus 
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fl«-|.a6 + 6* = — 1 I 
Trekken we de tweede Tergehjkiug yan de eerste af, dan is 

ib-c)(a-^ö + c)=0, 

waarnit dos Yolgt 

tf -f 6 -h <? = 0. 

Uit ó-^c = — a volgt 6^ + 2fcc 4- = O». Wijl 6* -|- 6c -|- c> 
de waarde — 1 heeft , is dua 

zoodat de drie gegeven breuken de waarde — 1 hebben. Hieraan 
voldoen , zoo als door oplossing van b uit -\- bc -\- = — 1 
blijkt, geen bestaanbare vormen. We vinden dus in het geheel 
eeu symmetrische en drie asymmetrische oplossingeu. 

Vraagstuk CXCII. 

Is van een stangenvierhoek A6CD met de zijden AB = AD = e 
en CB = CD sr 0 het paar hoekpunten A, B vast, dan zal het brand- 
punt der h^seschreven parabool b^ beweging van den vierhoek in 
zijn vlak een drkél doorloopen. Men vraagt het bewijs. 

(J. Nsuberg). 

Opgelost (foor T. J. Allersma , E. Jensema , J. Neubekg en 
W. A. Veksluys. 

Oplossing van T. J. Allersha. 

Uit de symmetrie volgt, dat de as der parabool (fig. 91) 
langs de diagooaal AC valt. Is hot punt F van AC het brand- 
punt, dan is de vereenigingslgn PQ van de voetpunten der uit 
F op BC en AD neergelaten loodlijnen de topraaklijn, het 
angpont H van PQ met AC de top. Duidt men door 0, ^ 
de in de figuur aangewezen hoeken aan, en ia AF door p 
voorgesteld, dan is 

HF = PFSini^ = CPSin«^, HP = QP8in^ =p Sin» ^ 

en dus 



Digitized by Google 



OP GA YEN. N«. 191 sir 192. 895 



waaruit Tolgt 

AC = AF - CF = (l - p. 

Voegen we deze waarde van AC in de betrekking 

a« = c=* H- AC* — 2c. AC.OoB^ 

in, dan yincleii we Toor de yergchjking van de meeikandige 
plaats in pooleoördfnaten 

flV - c» + {c' — a'Y — 2c3 (c^ - a») ^ Cos 0 

en dna na deeling door — voor reehthoekige coördinaten 
met A tot oorsprong en AB tot ««-as 

((!« - o'O {x' + — 2c^x + c (c^ -h a^) = O, 
een cirkel , enz. 

Oplossing van J. Neuberq. 

Zijn E en F (fig. 92) de snypunton der paren overstaande 
syden (AD, BC) en (AB, CD) van een willekeurigen stangen* 
vierhoek , dan zullen de cirkels omschreven aan de driehoeken 
EAB, ECD, FBC, FAD elkaar snijden in het brandpunt P 
van de in den vierhoek beschreven parabool. Dus zijn de drie* 
hoeken PAD en PBC gelijkvormig; WMit de boekenparen 
(PAE, PfiE) en (PDE, PCE) onderspannen in de cirkels 

PA AD 

EABP en EDCP dezelfde bogen. Hieruit volgt — = — en 

das, dat de yerhouding van PA tot PB standTastig is en P, 
als A en B vast zijn, een cirkel beschrijft, waarvan bet mid- 
delpunt op AB ligt. 

Aanmerkingen van den Heer Neuberg. I. Men kan bij 

het bewijs ook als volgt te werk gaan. Als de raaklijn in P 
aan den cirkel KAB de lijn AB in X t^nijdt, vol«?t uit de gelijk- 
vormigheid der gelijkhoekige driehoeken XPA en XBP 



^} Het bijzondere geval, in het vruagstuk bedoeld, ia duor den inzender ge* 
vaadeo voor hi>t h«ni b«k«id wm, d*t L. 'Bvkxbstbk in hot JSMtoAr^ tm 
BcHÖMiLcn uHd Caktob (1893, p. 193-223) de oTereeolwiDftige ttolliog voor 
etrn willokeurigen stangen vierhoek reeds bowecMi liadt Hiw vdlgt oon oenvou* 
dige rechtatnduche oploaaiog vu bet algemeene gevaL 
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PB - XP " XB ~ r XP * XB ^ r XB 
en duB, zoo als bekend is, 



XB PB* BÖ* 

XA 

derhalve sgn — - en XP beide Btandvastig en be8cbri|ft P bg 

dc vervorming vaii den stangenvierbook dus een cirkel om 
het vaste punt X als middelpunt. 

Evenzoo verdeelt de raaklijn in P aan den cirkel ECD do 
zijde CD in Y in twee stukken CY en DY, die tot elkaar staan 
als BC' tot AD^, en is YP onveranderlijk. En als de raak- 
Ijjnen in P aan de cirkels FBO, FAD de zijden BC en AD 
achtereenvolgens in U en V ontmoeten, zijn ook deze punten 
op die zijden vast en de afstanden PU en PY onveranderlijk 
van lengte. 

Brengt men dus vier stargen PX, PY, PU, PV aan, die 
in P met elkaar en in X, Y, U, V met de zijden AB, CD, 
BC , AD verbonden zijn , dan wordt de bewegeliikheid van den 
stangenvierhoek ABCD hierdoor niet in hot minst geschaad. 
Het punt P blijft dan Bteods hot brandpunt van de ingeschreven 
parabool, de stangen PX , PY, PU, PV blijven steede raak- 
Ignen aan de cirkels PAB , PCD , PBC , PAD. 

IL Stelt men 

AB = a, BC = ^, CD = c, DA = d, 
PX = «, PY = y, PU = i*. PV = », 

dan vindt men onmiddellgk: 

ad^ aó^ ahd 
XA = I XB — —1 rr t 9 = 



adhebae_d 
X O a y u e a v 

Omdat de verbindingslijnen XY en UV do zijdenparen 
(AB, CD) en (BC. AD) in evenredige stukken verdeelen, zijn 
ze raaklijnen aan de parabool. Dus gaan de cirkels PXY en 
£Uy door P; trouwens men bewjjst ook ligt, dat de 
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boekenparen (FXP, FYP) en (EUP, EVP) gelijk zijn. Verder 
is XY evenwijdig aan PE; want men heeft achtereenvolgens 
Z YXP=: Z YFP = Z DFP = Z. DAP = /_ EAP = /_ EPX', 
En evenzoo bewijst men do evenwijdigbeid van UV en FP. 

Zijn de lijnen YA' en YB' achtereenvolgens gelijk en even- 
wijdig aan, d. i. equipollent met DA en CB, dan gaat A'B' 
door X. Want, terwjjl AA' en BB' aan DF en dus ook onderling 

-^j. ^ ^. AA' DY AD AX ^ 

eyenw^dig #1, heeft men — = — = = Dus 

zgn de figuren P(ABX) en Y(A'B'X) gelijkvormig, waaruit volgt 
dat YX in Y raaklijn moet zijn aan den cirkel YA'B', evenals 
PX dit in X aan cirkel PAB is. In verband met 1) yindeu 
we dan nog 

VB' ^ J_ _ _^ A^D^ _ ^ t_ 

XY " * <l ' UV ~ « a * 

wasrby A^D" op OTereenkomstige wga gevonden wordt 

m. Zyn M en N de sngpnnten van de meetkundige plaats 
yan P met AB, dan yerdeelen deie panten AB in- en uit- 
wendig in de Yerhoading Tan FA tot PB • d. i. van DA tot 
d i. Tan de aangrenzende sgden dee Tierhoeks. Hieruit 
▼olgt de stelling, welke die omtrent de cirkels Tan Apollovius 
bg een driehoek in kerinnering brengt: 

Verdeelt men de sijden Tan een wiUekeurigen Tierboek in- 
en uitwendig in reden yan de aanliggende zyden en beschrgft 
men op de door dese doelpunten begrensde segmenten der 
sgden als middellgnen cirkels, dan gaan deze cirkels door een 
zelfde punt P, het brandpunt Tan de in den Tierboek beschrcTen 
parabool w. De afstanden Tan dit punt P tot de hoekpunten 
A, B, O, D zgn dan OTenredig met de producten AD • AB, 
BA . BO, GB . OD , DO . DA der aanliggende zgden. 

De middelpunten X, Y, TT, V der Tier tvrhê» van Apol- 

L0VIU8 Tan den Tierboek ABGD liggen op een cirkel. Is I 

nl. het sngpunt Tan XY en ÜV, dan Tindt men, wgl deraak- 

Ignen UV, DG, AB Tan ir de raaklgnen XY en BG in eTcnredlge 

lY UO c* 
stukken verdeelen, •==. =■ •===: =s --7 en langs overeenkomstigen 

IX UB a' 

lU YC ^ 
wng jy = y5 ~ "*ön nu XY en UV, met be- 



.398 WISKUNDIGE 

hulp Tao de geIijk?ormige figuren P ( ABX) , Y(A'B'X} en 

P (ADV) , P (A^mV), in AP =s p als onbekende uit, dan vindt 

abéP a*ed 
men yerder XY = — — — , ÜY = — — en hieruit 

p (f^a — 6^) p {cr — c*) 

weer in verband met het gevondene 



p (if» — ó») (a-* - c») ' p(d* — ó^) {d' - c>) ' 

Iü= . _ IV = 



p (d» _ fca) (o^ _ c^) ' p {d' — Ö") (a» — c») 

Du8 ia IX . lY =IU . IV. De cirkel XYUV nu kan be- 
schouwd worden bij den vierhoek in de plaats te treden van 
de lijn van Lemoine bij den driehoek, waarop daar de middel- 
punten der drie cirkels van Apui-lünius gelegen zijn. 

Let men nu op de drie enkelvoudige vierhoeken, die de 
zijden a, 6, c, d van ABL'D tot zijden hebben, dan kan men 
nog de volgende stelling uitspreken: 

Vier willekeurig gegeven lijnen a, ft, c, d vormen drie aan 
drie genomen vier driehoeken. De omgeschreven cirkels a, /3, 
y , S van deze driehoeken hebben een punt P gemeen. Ont- 
moet nu de raaklijn in P 

aan a de rechten fr, d in B«, O., D«, 
» P 9 n rf» « » C», Dl, A», 
» 7 » « * » A,, B», 

„ 8 „ „ a, d, c „ Arf, Bi, Crf, 

dan zijn AiB.O'U , A-O.B.'Da, A,l\B<.Ci koordenvierhooknn. 

Bestaat er een eenvoudigo botrokking tu3schen de vierde 
snypuuten dezer raaklijuen met de zijden van vierhoek abcd? 

Vraagstuk CXCIII. 

Gegeven een driehoek ABC en een punt P in zijn vlak. Nu 
construeert men de snijpunten D, E, F van de lijnenparen (AP, BC), 
(BP, CA), (CF, AB) en bepaalt men verder de snijpunten 

Bd , Cd van lijnen door D evenwijdig aan BP , CP met CA , AB , 

C«, Ag „ „ »ï E „ CP, AP „ AB, BC, 

A/.B/ 

»» » 1» »» >f AP, BP ff BC, CA, 

waardoor xes op een kegelsnee P* liggende punten zijn verkregen. 
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Geviaagd de trifineaire ▼eigdykmg van V met betrekking tot drie- 
hoek ABC in functie van de coördinaten van P en het bewijs, 
dat elk der drie lijnen BiQ, C«A«, A/6/ door twee van de <faie 
•middens der zijden- van drièhoèk DÓ* g^at (J. Neitberg). 

Opgelost door T. J. Allersua, £. JXNSEUA, J. Neuberg en 
W. A. Versluys. 



OplosBing van J. Nbvbbbg* 

1. Wc toonen eerst meetkundig aan, dat dc lijn BdCd 
(fig. 93) düor do middens der segmenten DE , DF gaat. 

üit de evenredigheden = -t-z- en — =- = — — volgt 

Ai.) ABd AD AUd 

7^ = dns de evenwHdigheid van SF en B^i. 

Aod AUi 

Verder wordt de diagonaal AP van de Tierzij AFPE har- 
monisch verdeeld door de beide andere diagonalen BC en EF. 
Dus vormen de vier stralen (EA , EP) , (ED , EF) een har- 
monischen bundol. Snijdt men nu den bundel der stralen uit 
Bd evenwijdig aan deze door DE , dan vindt men de vier punten 
(E, D), (Pqo, X), als Poo het oneindig ver gelegen punt van 
DE beduidt. Dus moet het snijpunt X van DE met de lijn 
door Bd evenwijdig aan KF, d. i. met BdOdt midden van 
DE zijn. 

2. Zijn j3, q, r de barycentrischo coördinaten vanP, waar- 
tusschen derhalve de betrekking p + q-i-r^^i beataat , dan 
heeft men 

AC, AE r AF BF AB 



G«F BG p ' 9 p p-\-q* 

aB = (^TH^ + ^) - g^' AD = - AB. 

(p + r)ip + é) iP-^r)ip+q) 

P 

Evenzoo vindt men AB/ = -, r- r A.C. Dus zijn de 

+ r) 4- r) 

vergelijkingen der Ignen B/C«, CjA/, A«B<it clio aohtereen- 
volgens met BC, CA, AB evenwijdig loopen. 
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p _ q r 

0»+ f) (p + f)' ^ + r) + rt* '*(r + rt (r + «) 

ea bl||kt onnuddeUgk, dat de les punten A/, B/, B^, 0^ , G* 

gelegen sgn op de kegelsnee met de yergehjking 

W9 — \ x— V z = O 

of 

X P9* "y* ^ , 
(p + f) (!' + '•) -^(P + j)(P + 0(< + r)'*" 



i<t-\-rf(r + pY {p + qf 

die gemakkelijk homogeen gemaakt wordt door de drie termen 
achtereenvolgens met de waarden 1 , « + y + « , (« + y -|- te 
vermenigvuldigen. 

8. De gevonden kegelsnee ontmoet de lijn a: + y4-« = 0in 
het oneindige in de punten gelegen op de kromme ^ ;> (^-f '')y^ = 0. 
Is deze identisch met S«^j('2 = 0, dan zijn de tsvee punten de 
onbestaanbare cirkelpunten en is de kegelsnee du£ een cirkel. 
Dit gebeurt derhalve onder de voorwaarden 

^(^-|-r) = Aa», j(r-fp) = A6% r (p-J- = Air», 
waarin X een evenredigheidafiMstor ia. Hieniit Tolgl door 
binaüe 

^ =: Cos A , rp = Am OosB, pq^Xab OoaO 

of 

P _ 9 _ *' 



Tg A Tg B Tg C ' 

d, w. z. als P het hoogtepunt van driehoek ABC is. Deze 
nitkomst is bekend; de bedoelde oirkel wordt de cirkel van 
Tatlor genoemd. 

4. Elimineert men x tussohen d?+y t- = O en 2 p(q + r)jfa ss Q, 
dan vindt men dat de komende vergelgking twee bestaanbare, 
samenyallende of onbestaanbare lijnen voorstelt, naarmate het 
product pqr negatief, nul of positief is. Dus in do kegelsnee 
een hyperbool, parabool of ellips, naarmate P gelegen is in 
een der drie streken begrensd door een zgde en het verlengde 
van twee anderen, of op den omtrek, of in een der vier over> 
blijvende streken. 
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Aahkerkivobn. L Uit de evenredigheden 

AF: AB = AB/: AE, 
AC.:AP = AB : AC 

volgt door vermenigvuldiging AC, . AB = AB/ : AC; dus loepen 
CeA/ en BC evenwijdig. Wijl dit eveneens met AfVj en CA, 
met BjAe en AB het geval is, snijden de paren overstaande 
zijden van den zeslioek A/A^B,/B,€fCj elkaar op de lijn in het 
oneindige en liggtüi de zes punten dus op een kegelsnee (E. J.). 

II. De boven gevonden vergelijking herleidt zich tot 

^ + ^V^^ + (P»+ i)y» + H- 1)*» 4- (t* + = 0. 

P g r 

Dit 18 een tweeyoudig oneindig aantal kegelsneden , wijltus- 
schen de drie parameters p , q^r de betrekking p H- j -^- r =s 1 
bestaat. Dus kan niet elke kegelsnee die de zijden van een 
driehoek ABC snijdt in puntenparen A/A<., B^B/, CeC^, waar- 
Toor C,B/ en BC, A/C^ en CA, Bék, en AB evenwgdig zjjn, 
tot deze reeks behooren (J. N.) 

III. Men vindt voor de barycentrische coördinaten van de 
Tolgende punten de daarachter geplaatste waarden 



D 

E 



O 
P 



A/ 
A, 
Bi 

B/ 
C, 



P 

O 
O 

pg 



(p-|-r)(£H-r) 
P 

P 

(P + ?)(P+'-) 
pr 



WuK. Oro., DU TI. 



O 
9 



pr 

O 
O 

9 

(9 + P)ii-\-r) 



r 

p-\-r 
O 

P»* 

ip + q) 

r 

(r-tP) i^-^-q) 
r 

O 



(W. A. V.) 
26 
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Vraagstuk CXCIV. 

Een kubisöhe ellips is gegeven door drie harer in het eindige 
gelegen punten, een rechte die door haar richting het bestaanbare 
punt in het oneindige en een elliptische straleninvolutie die door 
de richting van haar onbestaanbare dubbelstralen de twee andere 
punten in het ondndige kenmerkt. Hoeveel omwentelingshyper- 
boloiden kunnen door dese kromme worden gebracht en hoe worden 
ze geconstrueerd? (J. Cardinaal.) 

Opgelost door J. Cardinaal. 
Oplossing. 

De oplossing yan dit yraagstuk moet worden teruggebraoht 
tot het oonstrueeren van een kegelsnee door drie gegeven 
punten, die een gegeven kegelsnee dubbel aanraakt. Men weet 
namelgk, dat alle omwentelingsoppervlakken van den tweeden 
graad een dubbele aanraking hebben met den onbestaanbaren 
. cirkel in bet oneindige. Men zal dus hier de constructie uit 
te voeren hebben onder de volgende voorwaarden : 

a. 'Het vlak der kegelsnee is het vlak in het ondndige. 

6. De kegelsnee is onbestaanbaar. 

e. Twee der punten, waardoor de gevraagde kegelsnee ge- 
legd moet worden, zijn toegevoegd onbestaanbaar. 

De oplossing van dit hulp- vraagstuk, benevens het aantal 
antwoorden, wordt hier bekend ondersteld; het wordt alleen 
geresumeerd om den overgang tot het nieuwe vraagstuk aan 
ie geven. Alle bgzonderheden omtrent de oplossing zijn te 
vinden in: Stbikbr*Schrobteb , Theorie der Kegelschnitte ^ 7^ 
A.ufl., bl. S45; Chasles, Traité des sections coniques , bl. 324; 
FlEDLER, Darstellende Geometrie, 3^ Aufl., 2*" Th., bl. 228, 
HoFFMANN , Die Constructiotien doppelt-berührender Kegelschnitte, 
hl 27. 

Vooraf p^ant dus oen korte aanduiding der oplossing. Laten 
A , R , ('j de punten en de kegelsnee zijn. De van de be- 
staanbaarheid der gegeven elementen losgemaakte oplossing van 
het vraagstuk is als volgt: 

Verecnig B en C en bepaal do punten P, , Q, , harmonisch 
toegevoegd , zoowel ten opzichte van B en C als ten opzichte 
van de saijpuDteQ van BC met K^. Bepaal de poolljjn a van 
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A ten opzichte van K'. Op deze construeert men de punten 
Pa, Q , harmonisch toegevoegd aan de snijpunten met de kegel- 
snede en aan de stralen AB en AC. De raakkoorden, die door 
Pi en Qi gaan , zijn de stralen , die harmonisch toegevoegd zgn 
aan P,A, P,BC en P.P, , P,Q,; hetzelfde geldt 70or den 
stralenbondel door het punt Q,. 

Deze constructie is uitvoerbaar , als B en C toegevoegd ima- 
ginair en door een elliptische involutie op de rechte BC ver^ 
vangen zyn, en ook als de kegelsnede K* zelf onbestaanbaar 
en vervangen is door een kwadratisch oppervlak, dat het vlak 
niet . snijdt. In dat geval heeft men nl. te censtrueeren de 
gemeenschappelijk toegevoegde punten van twee coUineaire of 
concentrische elliptische involuties en zyn de punten P|Q, 
en PiQt dus altijd bestaanbaar te vinden. 

Het vraagstuk geeft vier oplossingen als B en C bestaanbaar, 
twee als B en C toegevoegd onbestaanbaar zijn. ■ 

Deze oplossing moet nu met het oog op het vraagstuk ge- 
wijzigd worden. Men trekt daartoe uit een der in het eindige 
gelegen gegeven punten der kubische ellips, dat we T noemen, 
een rechte lijn a evenwijdig aan de gegeven richting van 
het punt in bet oneindige en construeert tevens in het vlak 
a door T evenwijdig aan het vlak der gegeven straleninvolutie 
gebraoht een straleninvolutie congruent met de gegevene. Zg 
tevens een bol M gegeven ter bepaling van den onbestaan baren 
cirkel in het oneindige. Beschouwt men nu T ook als mid- 
delpunt van een orthogonalen involutorischen stralenbundel en 
bepaalt men de gemeensohappeiyke toegevoegde stralen der 
beide concentrische involuties door T, dan heefit men de stralen 
TP, en TQi geconstrueerd , die de vroeger bepaalde punten P, 
en Q, vervangen. 

Bepaal nu het vlak a' toegevoegd aan a ten opzichte van 
den bol, d. i. dus het vlak door M loodrecht op a, en breng 
door T een vlak aan hieraan evenwijdig. Beschouwt men nu 
de beide coaxiale vlakkeninvoluties, bepaald door de vlakken 
gebracht door a en de stralen der elliptische involutie in a' ^ 
en bepaalt men de gemeenscliappelijke toegevoegde vlakken 
van de beide involuties , dan zijn daardoor de vlakken aP.^ en 
aQ^ bepaald , die de punten P, en der algemeene constructie 
vervangen. 

Ku zgn oonstmeerbaar de vlakken TP|Pa, TPiQ, en ^P, , 

26* 
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a; de vlakken, die deze beide paren harmonisch vordeelen , 
geven de vlakken door TP, en zoo ook vindt men de vlakken 
door TQ,. 

Ileeft men eenmaal de vlakken geconstrueerd, die den on- 
eindig ver verwijderden cirkel in do raakpunten snijden, dan 
komt het vraagstuk neer op het construceren van een kwa- 
dratisch kegel V hik door ccn bcHtaanbaren en vier onbestaanbare 
stralen, een werkstuk, dat geacht kan worden bekend te zijn. 

De te coustruecren hyperboluide is thans bekend door een 
kubische ruimtekromme en een kegelsnee in het oneindige, 
door een richtkegel vertegenwoordigd. Men kan nog een kegel- 
snee in een bepaald vlak verkrijgen, wanneer men een vlak 
legt door ï en de twee andere in het eindige gelegen punten 
der kromme. Dit vlak t^nijdt den richtkegel volgens twee rechte 
lijnen, welke de asyniptootrichtingen zijn van een kegelsnce 
op de hypcrboloïdo gelegen ; deze kegelsnee is dus construeer- 
baar, ook al mochten deze asyniptootrichtingen onbestaanbaar zijn. 

Van het kwadratische oppervlak zijn nu bektuid twee daarop 
gelegen kegelsneden , benevens een of ander willekeurig punt 
der kubische kromme^ het is dus volkomen bepaald en oou- 
strueerbaar. 

Vraagstuk CXCV. 

Uit een punt B eener vlakke kulasche kTomme trekt men de 
laakiijnen BB, , BB, , BB3 , BB4 naar de kromme. Daarna beweegt 
B ach over de kromme naar C, waarbij de raakpunten in C,, 
C,, C4 overgaan. Te bewijzen dat de ^<fir»«f/<fdttbbelverhoudingen 
B(C„ C,, C,, C,) en C(B„ B», B,, B,) gelijk zijn. 

(J. C Kluwer). 

Opgelost door Ë. Jensema , J. C. Kluyvxr en Dr. J. de Vribs. 

OplosBing OOM E. Jeksiwa. 

Door H. SciiROETER is een eenvoudig meetkundig bewijs 
gegeven van de gelijkheid der reeht.^trt^tkschf dubbelverhou- 
dingen B(B, 13^6304) en (J(C| €20^04) in zijn Theorie der ehenen 
Kuri-cn drltter Onhuimj ^ blz. 101. Dit bewijs kan onmiddellijk 
op de gekruiste dubbelverhoudingen worden overgebracht. 
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A, B, G drie punten Tan O*, die op een rechte IQn 
liggen, en (A,, A,, A3, A4), (B, , Ba, B3 , B,), (C, , Cj, C3, C^) 
de raakpunten der viertallen van raaklijnen uit deze punten, 
dan liggen deze twaalf raakpunten drie aan drie op zeetien 
rechte lijnen. Wil men, dat A.A^ , BiB^, CiC^ drie paren toe- 
gevoegde punten van hetzelfde stelsel zijn en de snijpunten- 
paren (BiC-, B^C;), (BjC/, B^C;) enz. weer toegevoegde punten 
Tan hetzelfde stelsel zijn, dan kan deze oonfiguratie (I24, I69) 
door het schema 



A.B.C. 
A.BaCa 

AiB^Ci 



A,B,C, 
AaBjC, 



AaB.C, 
AaBaCi 

A,BA 



A4B,C4 
A^B^C, 

A4B1C, 



worden voorgesteld ; is bij het eerste viertal de nomenclatuur 
eenmaal gekozen , dan volgt het andere uit de gestelde eischen. 

Zijn verder do snjjpunten dor lijnenparcn BCi, CB, door Sj 
(i — 1 , 2, 3, 4) aangeduid, dan bewijzen we nu, dat B en C 
met de vier punten S op een kegchnee liggen. Dit sluit dan 
in, dat de dubbelvorhmidingen 6 (8,8,8384) en C (8,8,8,84) of 
B(C,OaC3C4) en C(B,B B3B4) gelijk zijn. 

Hiertoe toonen we eerst aan , dat de vierhoek der punten 8 
(fig. 94) de drie punten , A, , A4 tot diagonaalpunten heeft. 

ABC 

Daartoe beschouwen we de negen punten A^BiC^ , die vol- 

A BX, 

gens het gegeven schema de snijpunten zijn van de kromme 
niet drie rechten ABC, AjBiC^, A.BX,. Wijl nu ook AAjA, 
op een rechte liggen, nl. op de raaklijn in Ao, liggen BB,B,CCiC2 
op een kcgelsnee en is dus BjCBaCiBC, een PASCAL'ache zes- 
hoek; derhalve liggen de drie punten 

(BC, , CB.) = S,. (BC2 , CBoJ = S,, (B,C2, C,B,) = A, 
op een rechte. Evenzoo bewast men dit voor SiSjA, en S1S4A4 



met behulp van de negentallen 



ABC 

AsB.C3 

AaB,C, 



en 



Beschouwen we nu verder nog het negental 



ABC 
A4B,C4 
A4B4C, 
ABC 

AgBjCa 
A3BJC4 



dan 
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blgkt, dat BB,6,0G9C4 op een kegelsnee liggen en B^CBfi^BC^ 
dos een PASOAL'sche seshoek is. Derlialve liggen de drie 
punten 

(BC„ CB.) = (BS„ CS,), (BO4, CBt) = (BS,, CS»), (B.C4, B^C.) = A* 
op een rechte Ijjn. En dit bewgst, dat de seshoek S,BS4S,CS.. 
een PASCAL*sche zeshoek is. 

Oplossing van J. C. Kluwek. 
Op dezelfde wijze als in Vraagstuk 94 drukt men de coördi- 
naten van een punt der kromme als elliptische functies van 
een veranderlik argument u uit met behulp ?an de verge- 
Igkingen 

Duiden we de argumenten van B en C door //„ en Oq aan, 
dan zgn de aigomenten fit en 7» van Bj en Cj door het schema 



B. 



B, 



B4 



2"^*^' ~ 2 ' " 2 '^'^ • ~ 2' 



C, 



C, 



C4 



^0 . , % 
, - 2 + " ' - 2 



aangewezen* 

De yergeljking der lijn CBj verschynt dan in den vorm 

X ff z 

1 P»o P\ =Ö 

1 P/3. p% 

eu met behulp hiervan is het duideljjk , dat de dubbelverhouding 

Sin B,CB, Sin H,CI^ 

~ Sin B,CB^ * Sin B,Cb, 
aaugegeveo wordt door de vergelijking 



1 

1 
1 

1 

1 
1 



P% 

P\ 



l 

1 
1 

1 
1 
1 



P/34 
P»0 

P/3. 

P04 

P»0 

P^3 



P'/34 

P'/3'i 

P'/34 

P\ 
P'/3a 
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of in ^fbnetieB na weglating der gelgke factoren in teller en 
noemer 

o(vo - + /3,) . + /34 + ft ) . «r(03 - /3,) . a(/3» -ft) * 
Als men de waarden der argumenten pi invoert, wordt dit 



D 



of met to«pMri.8 der formule 'C+f'-'O'- ^' 

D ^ '[ii^o ~" i = ^2 — ^ P ( t^n — « ^ o) — g3 ^ 
P (t'o — «0+ <^ ) — «3 «a — ^!» JJ K — «1») — «I 

W9I dese Torm niet verandert bg omwisseling van « en «, 
is hiermee het gestelde bewezen. 

Aanmerking. Uit hot bewezcnp volgt nog dit: Laat men de 
punten B en C zich in dier voege uver de kromme bewegen dat 
de verbindingshjnen BL en CM van R en C met de vaste 
punten L en M der kri)mme elkaar in ecu veranderlijk punt 
X der kromme snijden, dan blijven de besehoiiwde dubbelver- 
houdingcn onveranderd. Want, als B en C zich op deze wijze 
bewegen , verandert Vq — Mq QÏet. 

Oplossing van Dr. J. de Yries. 

De kubische kromme wordt voortgebracht door twee stralen- 
bundels (B) en (G) in (2 » 2)-overeenkom8t. Met den vertakkings- 
straal BB| komt dan overeen de dublielstraal GB| van het stel- 
Éel (G), ens. Nu is de gelijkheid der dubbelverhoudingen 
B(G,, G , Gj,, G*) en G(B, , B , B», B*) een onmiddell^k ge- 
volg van de volgende , door Emil Wetr Ann. di matt. s. II, 
t. IV, p. 272) gepubliceerde eigenschap. 

De acht sioguliere-elementen van het eene stelsel komen, op 
vier verschillende wijzen , projectief overeen met de acht singu- 
liere elementen van het tweede stelsel ; de vertakkingselementen 
resp. dubbelstraleu van het eerste stelsel zijn daarbg aan de 
vertakkingselementen resp. dubbelstralen van het tweede stelsel 
toegevoegd. 
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Vraagstuk CXCVI. 

In een knimlijnigen vierhoek ABCD, waarvan de zijden door 
bogen van confocale kegelsneden wofden gevormd, gaat de raak- 
lijn in A aan AB door het overstaande hoekpunt C. Te bewijm, 
dat de zaaklijn in B aan dezelfile zijde AB door het ovetstaande 
hoekpunt D gaat O* ^* Kluyveiu) 

Opgelost door J. C. Kluyver en W. Mantel. 

OploBsing wm J. C. Kluyver. 

Wij beflohonwen m en v als de elUptiBche coördinaten in het 
platte vlak en stellen 

dn tl sn V cn f 

= O , y = ak' (mod. i). 

enii cnw 

Bljft u constant, dan doorloopt het punt (a;,y) de ellipB 



dn»» ^ . *'» 



= 1; 



cn* u cn^* u 



bg constante « beschrgft daarentegen dit punt de hyperbool 

Al deze kegelBnedon hebben den brandpuntsafstand 2a1f. Wij 
noemen nu de coördinaten m, v der hoekpunten A, B, C, D 
in volgorde (o, ».) , (o, y^), (Mj, p^) , (m,, t?,). Tusschen deze 
argumenten bestaat een betrekking, omdat de raaklijn in A 
aan AB door C gaat. Blijkbaar is deze van den vorra 

dn u.. 1 

sn sn vt + cn v. cn = 1, 

cn ' * cnif, 

of 

cn = cn t', cn 4- sn Vx sn dn u^. 

Daar deze betrekking in e;, cn volkomen symmetrisch is , 
kan mon imigokf ei<l beBluiten, dat zg ook uitdrukt, dat de 
raakiyn in B door het overstaande hoekpunt D gaat 
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Oplossing van W. Mantel. 

Zg » de helft der som, » de helft Tan het Terschil der af- 
standen van eenig punt tot de twee brandpunten , 2e de afetand 
tnssohen deze; dan is 

door oplossing van « en y yinden wg als transformatie-formnles 
yan rechthoekige tot elliptische ooördinaten: 



KV y(u' — C^) (tf* — »») 

= y=: -^^ 



Zyn nn de coördinaten yan A, B, C, D achtereenYolgens 

(«<i,P2)» (wjjt'a)» ("a>»'i)> dan loi^^e» wij de verge- 

Igking der raaklgn in A aan AB uit die in rechthoekige coör- 
dinaten 

Xx Ty 

V V— 

af, en yinden als yoorwaarde, dat zg door C gaat: 

Dc voorwaarde, dat de raaklijn in B door D gaat, volgt 
hieruit, als nieu t-, met verwisselt; daardoor verandert 
echter de vergelijking niet, wat een bewijs is van het gestelde. 



Vraagstuk CXCVIL 

De kleinste vijfde-macht te vinden, die 2 tot rest laat bij deeling 
door 641. (W. Mantel.) 

Opgelost door W Mantel. 
O plossiog. 

Deelt men de vijfde-machten door een ondeelbaar getal, dan 
^dt men allerlei resten, behalve als de deeler in de formole 
10» + 1 begrepen is. Zal in dat geyal B een rest yan a* 
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zijn, dan yolgt uit R=a* ook R'"8a^^", dus B'"^ 1, toI- 
gens de stelling yan Fbrmat. 

Om de mogelijkheid van ons Traagstuk te ondenoeken, 
moeten wg dus zien of 2^^^ 1 (mod. 641) is; wij berekenen 
hiertoe 2« = 256, 2i<» 154, 2«*5 — 1 , 2^51,21»=!. 
Hierdoor is de mogelijkhmd bewezen en tegelijk het middel 
gevonden om de Traag op te lossen. Want als 0?* = 2 is, dan 
is na ook = 2^\ dus = 2" = 300. De gevraagde ygfde- 
macht is dus 

2 430000 000 000. 

AAKMBBKnra. Andere getallen van de formule 10» -4- 1 met 
2 tot Tijfde-maohtsrest, zgn 151, 251, 571. Wie kent de 
algemeene formule er yoor? 



Vraagstuk CXCVIII. 

Als A, B, C, D de voetpunten cn A', B', C', D' de tweede 
snijpunten zijn van de normalen uit een punt P aan een ellips 
getrokken , dan zal de gelijkziidige hyperbool door A', B', C', D' 
de gelijkzijdige hyperbool door A , B , C , D in P aanraken. Ge- 
vraagd de meetkundige plaats van P, als A', B', C', D' op een 
cirkel liggen. Q. W. Tesch.) 

Opgelost door T. J. Allersma en W. Mantel. 

Oplossing van W. Mantbl. 

1. We stellen de kegelsnee (ABC OP) door H, de kegelsnee 
(A'B'Ciyp) door H' voor, nemen de assen der gegeven ellips 
E tot eoördinaatassen aan , ten opzichte waarvan x^ , y, de coördi- 
naten van P mogen zijn en verstaan onder a, c halve as- 
sen en excentriciteit van £. 

We heschouwen nu vooreerst de perspectivische overeenkomst 
(iavolutorisehe coIHneatie of homologie) , waarvan P het centrum 
en de poollijn p van P ten opzichte van £ de as is. In deze over^ 
eenkomst komt A' met A, B' met B, C' met C, D' met B, 
E met zich zelf, P met zich zelf en H' met H overeen. Hieruit 
volgt, dat H en H' elkaar in P moeten aanraken. 

De vluchtlijn der overeenkomst is de Ign 0, die de afstanden 
van P tot de punten van p nüddendoordeelt. Haar sngpiiDtmi 
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M, en met H geven met P Terbonden de richtingen der 
asymptoten van H' aan; we bewgzen nn eerst, dat dese asym- 
ptoten loodrecht op elkaar staan en H' dns OTcnals H een ge- 
lijkzijdige hyperbool Is. 

De vergeljjkiüg van p is — ^ + ^ = 1 j die van de Ijjn door 

XX, 1/V, X,* Vi ' 

P evenwijdig aan p wordt dus -r + ^ = -t + Derhalve 

a* r r r 

is die van v 
Ter der is 

*»ar(y — 5f,)«a»y (« — «,) . . . 1) 

de vergelijking van H, terwijl, als m de richtingacoefücieut ia 
vau PM, of PMs, de betrekking 

geldt. Door en ^ te elimineeron vinden we tet' bepaling van 
m de vierkantsvergelijking 

't9im* - _ + i +^ + 1 ) j m - a?,sf. = 0; 

wyl het product der wortels — 1 is, is H' een gelgkaijdige 
hyperbool. 

3. Zal door A% B', C, D' een cirkel gaan, dan moeten 
de assen van H' met die der ellips evenwijdig loopen; want 

^ + ^ 4- A (a;* + y'^) kan alleen in /u {px + qy) {qx — py) over- 
gaan als p en q gelijk zijn. Dns moeten de wortels m van de 
gevonden vierkantsvergelijking alleen in teeken verschillen; 
waaruit volgt, dat 

of 

de vergelijking der meetkundige plaats van P is. Dese is 
alzoo een hyperbool, waarvan de asymptoten vallen langs de 



Digiiized by Google 



412 WISKUNDIGE. 

gelijke toegevoegde middellijnen van E. Zij snijdt de oUipa 
rechthoekig in de punten, waar de raaklijnen gelijke hoeken 
maken met de assen. 

Aanmerking der redactie. In Traagstak 999 van Mathesis 
(1894 f blz. 280) wordt de meetkundige plaats van het middel* 
pnnt van H en de omhullende van H gevraagd. In den 
gedaohtengang der bovenstaande oplossing zijn dese gemakkelijk 
te vinden. 

Het middelpunt van H wordt bepaald door de beide verge^ 

lijkingen 

(y - yi) - «V = O , - a^{x- «j) = O 

of 

c«jr =s — , = a%?i* 
Invoeging van = — a;, jr^ s — — y in 2) doet voor de 

meetkundige plaats van het middelpunt dus de hyperbool 

f 1 
fl« 6» ~ fl* — ** 

vinden. 

Door 1) en 2) naar X| en (als functie van te di tieren* 

dy, , 

tieeren en tussehen de verkregen vergelijkingen — - te elimi- 
neereu vindt men 

ó«a?/, = a«5fy, 3). 

Door en //j tussehen 1), 2), 8) te elimineeren vindt men 
voor de omhullende vau H de kromme 

(a« — b^) = ay — 
waaraan wegens den vorm den naam van «Eohlenspitzenonrve** 
gegeven is. 



Vraagstuk CXCIX. 

Gegeven rijn twee kegels k en k' . De toppen T en T' hebben 
(/, , /j) en (/,', //) tot projectie, de richtlijnen zijn twee kegelsneden 
(iè,*, /è.'-*) en {k\^, k'^) gelegen in de vlakken met de doorgangen 
(Z'i , » ) en {v\^ v\). Gevraagd onder de voorwaarden /, — /j. ^2= 
Vi =s i\ = 7'i, /C',^= k'.^^ k^^ ■= k* ^ de doorsnee der kegels 
te construeeren. (H. dk Vries.) 

Opgelost door H. de Vries en Dr. P. H. Schoute. 



Digitized by Google 



OPGAYEN. N». 198—200. 413 



Oplossing van Dr. P. H. Sohovtr. 

Klaarblijkelijk is het vlak door de as van projectie loodrecht 
op TT', dat TT' tevens middendoordeelt , een vlak van sym- 
metrie met betrokking tot de figuur door de beide kegels 
gevormd en moeten deze dit vlak dus volc^ens een zelfde 
kegelsnee snijden. Dus moot de doorsnee bestjian uit twee 
kegelsneden en a'^ waarvan de laatste gelegen is in een 
vlak loodrecht op het symmetrie v hik. 

Werkelijk bewijst men langs eenvoudigen weg, dat het vlak 
door de as van projectie evenwijdig aan TT' gebracht beide 
kegels volgens dezelfde kegelsnee snijdt. Is nl. (/j, /j) een 
beschrijvende lijn l van k , dan is {l\ = /, , l\ = /,) een beschrij- 
vende lijn l' van k' en deze hebben klaarblijkelijk het punt P 
met de samenvallende projecties (//j , p^) met elkaar gemeen. 
Dus snijdt niet alleen het eene vlak door de fis, dat den 
rechten standliook middendoordeelt (en loodrecht staat op T,Tj), 
maar ook het andere evenwijdig aan TjTj beide kegels volgens 
dezelfde kegelsnee. 



Vraagstuk CC. 

Twee congraente elHpsen £' sijn xoo geplaatst, dat men ze 
tot bedekking kan brengen door de eene om het gemeenschappdijk 
middelpunt een kwartslag te draaien. Aan elk punt P van £ met 
den poolhoek 9 voegt men een pnnt Q van £' met den poolhoek 
^ toe, waarvoor, als e de gemeenschappelijke excentriciteit van 
E en E' aanduidt, Tg ö = (i — <r-)Tg 6' is. Gevraagd 
a) de meetkundige plaats van het midden R van PQ, 
d) de omhullende van PQ. (Dr. J. ds Vriss.) 

Opgelost door Dr. J. db Vribs. 
Oplossing* 

1. Gebruik makende van de excentrisehe anomalie kan men 
de coördinaten van P Toorstellen door 

o; = a Cos ^ » y = Sin ^. 

Dan wordt 

Tg O = ~ Tg ^ 
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en, daar gegeven h 

heeft men ook de betrekking 

Tg 9' = -! Tg f. 

Derhalve kau men de coördinaten van Q aanduiden door 

o^ss^dCoBf , y'ss^aSin^, 

waarbg deaeliïle teekena gelden. 

a) Volgens de bepaling van R vindt men voor de coördi- 
naten van dit punt 

«"=i(ai:6)C08^ , « i(aiift)8in^, 

Boodat de meetkundige plaats van B door de twee drkels 

+ ƒ = (a±:*)» 

wordt gevormd. 

6) De Tergelyking der lijn PQ is 

x — a Cos (p y — 6 Sin 0 
Oo8 ^ Sin ^ 

of 

« Sin ^ ±1 jr Cos ^ = (o ±. 6) Bia ^ Cos^. 
Door differentiatie naar <p vindt men 

X Cos 0 =H y Sin ^ = {a 6) (Cos"^^ — Siu^^). 

Uit deze twee yergelykingen volgt voor de coördinaten van 
het raakpunt 

x^(a±.ó) Oos*^ , y SS (a ±: 6) Sin*^. 

Dub bestaat de gevraagde omhullende uit de beide astrofden 

Aankebkisgbn. L Daar men de vergelijking van PQ in 
den vorm 



(a !£: h) Co8^ {a ±, i) Sin ^ 

k;m srhrjjvon, snijilon de coördinaatasson van PQ eon stuk 
(a zL h) at'; hierin erkent men een bekende eigenachap der 
astroïde. 



Digitized by Google 



OPGAVEN. N\ 200. 415 

II. De lijaen, welke P met de beide punten Q yereenigen, 
hebben db Tg <f> tot richtingscoëfficiênten en zyn dus antiparallel 
ten opzichte van de assen der ellipsen. 

III. Voor hun raakpunten met de beide aatroïden vindt men 

=(a-|-6)CoeV , jf, = (a 4-*) Sin'^; 

= (a — 6) Coa'^ , tf.^ = (6 — a) Sin*^. 

De Terbindingslijn der raakpunten wordt dus voorgesteld door 

a? — (g 4- ^) CoB»^ y — (g 4- Sin'^ 
2éOÖ^ " 2a 8in> 

Zij raakt haar omhullende in het punt 

X s Ooa>A: » = — ; Su>é. 

a 0 

De bedoelde rechte omhult derhalve de kromme 

(ary 4- = (a» — 

Evenals dc astroVde, kan zij met behulp Tao ^ gemakkelijk 
punt voor punt geteekend worden. 
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Yraagatuk 1. 

De heer Nëubkrg zond ons naar aanleiding van dit vraag» 
stuk de volgende opmerkingen: 

1. Als (Ca , Bf) , (Ae , 0„) , (Ba , A*) meer in het algemeen 
drie isotomische paren van punten zijn , op de zijden van 
driehoek ABC, dan liggen deze punten op een kegelsnee, 
terwijl de lijnen, die ze met de overstaande hoekpunten ver- 
binden, een andere kegelsnee omhullen. Met betrekking tot 
drie paren van isogonale lijueu door de hoekpunten en haar 
snijpunten met de overstaande zijden gelden dezelfde stellingen. 

2. Het bewijs van het gedeelte b) op blz. 2 kan in duide- 
lijkheid winnen door uit te gaan van de opmerking, dat twee 
gelijkvormige, gelijkstandige en gelijkmiddelpuntige kegelsne- 
den op een zelfde lijn twee koorden met een gemeenschappelijk 
midden bepalen. Liggen de drie willekeurige isotomische 
paren (C|, B^), (A^, Ca), (B», A*) op de kegelsnee K, dan 
zal de met K gelijkvormige, gelijkstandige en gelijkmiddel- 
puntige kegelsnee door A noodzakelijkerwijs door B en C gaan; 
bovendien zullen de raaklijnen in A, B, C aan deze laatste 
evenwijdig moeten zijn met de poollynen van A, B, C ten 
opzichte van K. 

3. De drie parabolen, die door AiA«, BcB*, CaC* worden 
omhuld, zijn door H. Mahdart bestudeerd {Mathesis ^ 1890, 
blz. 3). 

4. Zijn 1« , li , Ie de middelpunten der aangeschreven cir- 
kels van driehoek ABC en is NaN^N de driehoek gevormd 
door verlenging van BaCa, CjAi, A^B , dan ziet men onmid- 
dellijk , dat de hoekpunten N« , Ni , N<- van dezen driehoek bij 
verandering van den straal r der uit A, B, C beschreven 
cirkf^ls op IaA,„, liB^, I.C» gelijkvormige puntenreeksen 
doorloopen. Omdat deze lijnen de symcdianen van driehoek 
ImlèL zijnf zullen de niet homologe zijdeu v£(n de driehoeken 



Digiiized by Google 



420 



AAKHA.NG8EL. 



IJ-ble en NaNiN^ elkaar snijdea ia zes puuten, gelegen op een 
TucKBR-cirkei van dhehoek hUh» 

6. Volgens d) omhnlt de as van homologie Tan de drie- 
hoeken ABC en N«N|N« een parabool. Hier tegenover staat, 
dat het centrum Tan homologie N van de beide driehoeken 
een kegelsnee tot meetkundige plaats heeft, die door A, B, C, 
het middelpunt Tan den ingesohreTen cirkel Tan ABO, het 
punt Tan liSMOiirB Tan en het sngpunt der Ignen door 
A, B, O achtereeuTolgens OTenwijdig aan ItA», I^B», 1*0» 
gaat.. 

6. De poollijn 5« van A met betrekking tot K omhult een 
kromme van de derde klasse. Snijdt de zijden AC en AB 
in F en G en is F gegeven, dan zijn C„ cn Af ondubbelzinnig 

bepaald, wijl de betrekking B„,C„ — zL KB„F . B«,A geldt; 
doch voor r vindt men twee wnanleu, nl, AC<j en AA^. Dus 
gaan er door een willekeurig op AC gekozen punt F twee 
met F veranderende lijnen q,,. Doch AC is ook een lijn qa en 
wel de lijn qa die met een waarde \ AC van r overeenstemt; 
want voor deze waarde van r gaat K in de vereeniging der 
Innen BA, BO over, enz. 

7. In baryoentrisohe coördinaten zgn de punten Ai en 
Ba Tan het oToreenkomstige Traagstuk in de ruimte door 

^ , — , O, OJ en 1-^, — O, Oj voorgesteld. Dus 

liggen de twaalf punten. Ai, enz. op het kwadratisch oppervlak 

Door tot normale afetandscoördinaten OTor ie gaan Tinden we 

wat de symmetrie der Torgelgking beter doet uitkomen dan 
de door een drukfout ontsierde Tergeljjking van blz. 6. 

Yoor aes willekeurige isotome of isogonale paren blgft de 
stelling waarheid bevatten. . .. . 
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Vraagstuk 10. 

Ziellier éen meetkundige beschonwing van het algemeene 
Traagstuk (yergeltjk de derde aanmerking): 

We stellen one Toor, dat de orthogonale hyperboloïde yoort- 
gebracht wordt door twee projectieve vlakkenbundels, waarvan 
de OYereenkomstige elementen loodrecht op elkaar Btaan en 
noemen de aesen van die bundels hoofdlijnen van het opper- 
vlak; elk der beide voortbrengingswijzen, die door omwiseeling 
van besohrgyende lijnen en ricbtlgnen in elkaar overgaan, laat 
dan een enkel paar hoofdlgnen toe. 

Boor de twee gegeven lijnen a en 6 gaat een tweevoudig 
oneindig stel van orthogonale hyperboloïden. Zijn nl m en m' 
de tot het van (a, b) verschillende stelsel behoorende hoofd- 
Ignen, dan zijn de vlakkenparen (rrm, am'), {bm, bmT) paren 
van loodrecht op elkaar staande vlakken. Yan deze paren 
kunnen we am en bm willekeurig aannemen. Of we kunnen 
door a twee onderling loodrechte vlakken en door b eveneens 
twee onderling loodrechte vlakken willekeurig aannemen. Zijn 
(A, A') de snijpunten van a met de beide vlakken door 6, (B, B') 
de sngpunten van b met de beide vlakken door a, dan kunnen 
we voor m en m' de Ignen AB, A'B' of de Ignen AB', A'B 
kiezen. 

Bij draaiing van het vlakkenpaar door & om 6 doorloopen 
de punten (A, A') op a een involutie, die de snijpunten (€r,a') 
van a met de raakvlakken door b aan den cirkel, gemeen aan 
alle bollen , tot dubbelpunten heeft. Ëvenzoo vormen de punten 
(B, B') op b bij draaiing van het vlakkenpaar door a om a 
een involutie met de snijpunten (/3, /3') van b met de raak- 
vlakken door a aan dienzelfden cirkel tot dubbelpunten. Verder 
levert een willekeurig gekozen paar (A, A') twee door het 
gegeven punt P gaande orthogonale hyperboloïden op. Want 
als het nog onbekenflo pnar (B, B') zijn involutie doorloopt, 
doorloopen de vlakken (PAB) en (PA'B') twee projectieve 
vlakkenbundels en deze leveren, zon als bekend is, twee paren 
van loodrecht op elkaar staande vlakken (Pm, Pm') op (J. JS,). 

Aanmerktnoeit van de bbdaotib. I. De meetkundige plaats 
van de niet met a en 6 tot een zelfde stel behoorende hoofd- 
lijnen der door a en b gaande orthogonale hyperboloïden is de 
congruentie (1, 1), die a en 6 tot assen heeft. Want men kan 
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een willekeurige op a en b rustende lijn als rn aannemen en 
vindt dan de daarbij behoorende m' als snijlijn van het vlak 
door a loodrecht op (am) met het vlak door h loodrecht op (bm). 
In deze congruentie (1, 1; zijn de stralen m en m' inyoluto- 
risch go[)aard. 

TT. We zoeken verder de meetkundige plaats der door een 
gegeven punt P gaande beschrijvende lijnen van de orthogonalo 
hyperboloïden door a, b en P. Deze is al dadelijk gevonden, 
als we weten , hoeveel orthogonale hyperboloïden er begrepen 
zijn in don bundel (a, b, P, Q) , die den scheeven vierhoek, 
gevormd door b en de door P en Q gaande stralen q 
der congruentie (1, 1) met de assen a , b tot basiskromme 
heeft. Wijl dit aantal, zoo als aanstonds blijken zal, drie is, 
rusten er drie door P gaande beschrijvende lijnen op q en is 
de gezochte meetkundige plaats een kegel yan den derden 
graad. 

Een kwadratisch oppervlak stelt een orthogonale hyperboloïde 
voor als een der drie wortels van de derdemachts-vergelijking 
in ,S gelijk is aan de som der beide anderen. Is d^ze derde- 
macht8-Yergelj|king 

Oii — S Oit a,s 

Hst 0,2-8 Oj, =0 

O,, ö*» — S I 

kortheidahalye door 

Toorgesteld, dan Tolgt uit de betrekking 8| +St»S9 gemak* 
kelijk de voorwaarde a*^ éctfi + 87 = O, wat, ak ver- 
vangen wordt door a'u + Xa^ik » ▼ad den derden graad in X 
blgkt te sgn. Bas bevat een bnndel van kwadratiscke opper- 
vlakken drie ortbogonale hyperboloïden, enz. 

III. Het zou kunnen schijnen, dat er naast het tweevoudig 
oneindig stelsel der boven beschouwde oppervlakken nog een 
ander stelsel bestaat, waarbij de hoofdlijnen m en m' met de 
gegeven lijnen a ea b tot hetzelfde stel behooren. Natuurlijk 
is dit stelsel echter identisch met het gegevene, wijl elke 
orthogonale hyperboloïde twee paar hoofdlijnen toelaat. Daarbij 
wordt echter de eerste der beide juist gevondene meetkun- 
dige pliiat^eu door een aadere vervapgt^. Wqike 4&Z|p]P 
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Yraagetak 24. 

Deze stelliDg is omstreeks 1815 door Quetelet en Dandelin 
bewezen in de Corresp. phys. et mafh. en in de Nouv. Mém, 
de VAc* de Bruxdles. Zij wordt daar aangevoerd ale een 
nattig beginsel in de theorie der stereographisohe projeotie (J. N). 

Ynagstuk 44. 

Dit vraagstuk en zijn oplossing rusten op een onjuisten 
grondHlag. Want ineu kan bewijzen , dat het aantal paren vah 
richtingen, waarvoor de verlangde betrekking intreedt, oneindig' 
groot is. Om dit aan te toonen, w^zigeD we eerst den yorm 
van het vraagstuk eenigzins. 

Zijn (7, 6, c en a', b\ c' de richUmjm der zijden BC, CA, 
AB en B'0', CA', A'B' en stellen verder g,h en f , /, h' 
achtereenvolgens de vierde harmonische stralen door A , B , C 
en A', B', C' tot (/x, v, «'), t ), (iu, v, c') en (/u, a), 

(/i, V, 6), (/u, V, c) voor, dan behooren de paren van rich- 
tingen («', f), {h\ g), (r\ h) en {a , f), (6, ƒ), (c, h') klaar- 
blijkelijk tot dezelfde iuvolutie van richtingen I , nl. die met 
de richtinGren van en v tot dubbelelementen. Wijl nu ƒ/ , h 
door eeu zelfde punt P en eveneens /', g' ^ h' door een zelfde 
punt P' moeten gaan. leercn de volledige vierhoeken ABCP 
en A'B'C'P', gesneden door de lijn in het oneindige, dat zoowel 
de paren van richtingen (a, f), (b^g)^ (c, h) als de paren van 
richtingen (a', ƒ'), (6', ƒ/'), (r\ h') tot nieuwe involuties behooren, 
We kunnen derhalve de vraag aldus inkleeden: 

„Gegeven drie tweetallen van richtingen (a, a'), (è, ft'), (c^ c'). 
Gevraagd een involutie van richtingen I zoo te bepalen, dat 
als (a. ƒ), (^^ f)'). ^0 en (a', /), (6', ^r). (t;', Z^) tot deze 
behooren, de drietallen van paren (a, /"), (6, ƒ7), (c, /?) en 
(öt'ï ^'Oï 5 ) nieuwe involuties I' en I" opleveren." 

We duiden nu de richtingsparameter eener lijn aan door de 
letter, die de richting aangeeft, en zien dus in de vergelijking 

Ka!y + L(» + y) + M=0 

de voorstelling eener involutie van paren van richtingen ic en t^, 
d. i. hier van de gezochte involutie I. De onderstelling, dat 

(«, /'), 9')y (^1 ^) ^ K /) , (^'» 9) , 1 : « : c . I « 1 - : . J 
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leidt dau tot de betrekkingen 

K(i/'+ h(a-\-f) f M = 0] Kay+ L(a'+f)+M=0 

L(6+i7')+M=0 . . 1), L(6'H-sr)+M=0J . . 2). 

KcA'H- L(c+ A' + M-O) Kc'A4-Lrc' + A)+M=0 

Omdat (a, /), (6,iir), (c, ft) en (a', (^'^ twee 

nieuwe inToluties V en l" bepalen, hebben we tevens 

K'a^+ L' (a-f /) + M'=Oj K*a7'+L-(a'4/)4-M-=0 j 

K%-f- L' {b-{-(j)-^W=o\..3), K'6y-f-L-(fc'-f /)+M--0 . . 4), 

of na eUminatie yan E', L', M' en L^ U'' 



1 
1 
1 



= 0..5), 



a'f a'-\-f 1 
I/ff' è'-h^' 1 
1 



=* O . . 6). 



Boor eliminatie van ƒ, ^, nit 2) en 5) vindt men verder 

a(La' + M), Kiw'-f L(a — aO — M , Ka' + L 
ft(Ly + M), KW' + L(6— ftO-M, Ky+L =0. 

Ontbinden we dezen determinant in twaalf andere en stellen 
we kortheidshalve de drie determinanten, waarvan 

{,aa\a,a'), (ad' , a - a', 1) , (a',a,l) 
de eerste r^els sgn, door m Toor, dan vinden we 
JkKL» + — IKLU — AjK^M +^ mKM» + mL*M = O 

of 

(L*-E1C) (A;E + n:i + mM)»0. 

Elimineert men nu g\ h' uit 1) en 6), dan komt men, 
wijl ly m slechts van teekens veranderen, op deselfde ver^ 
gelgking terecht. Hieruit volgt, dat aan 6) voldaan is, als 
men 1), 2) en 5) yooropstelt. In verkorten vorm wordt dit 
uitgedrukt als yolgt: 

„Vormen in een straleninyolutle of een pantemovolutie de 
bij (a, b, c) beboerende elementen een involutie met (a', b\ c')^ 
dan yormen ook de bij {a\ b\ c') behoorende elementen een 
involutie met (a, 6, c)." 

Het bewga dezer stelling vereenvoudigt zich als men de 
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aangenomen vergelijking in en y door yy = k of x-\-y = 0 
vervangt, wat meetkundig hiermee overeenstemt, dat men de 
involutie door projectie omzet in een cirkelvormige involutie 
met onderling loodrecht op elkaar staande stralenparen of in 
een hyperbolisch gelijkzijdige involutie met loodrecht op elkaar 
staande dubbelstralen. We herinneren , wat dit eerste aangaat, 
aan de bekende eigenschap van twee orthologische driehoeken. 

Met verwerping van de uit zich zelf duidelijke uitkomst 
L' — KM — O der parabolische involutie, waarbjj een straal 
van elk paar vast is, vinden we 

A;£ + ai + mM»0. 

Deze Tergelgkiag doet rien, dat de inyolatie I, die aan de 
vraag Toldoet, een yast stralenpaar e) bevat, dat door de 
vergelykmgeii 

xy _ g-hy 1_ 

k Z " m 

wordt bepaald. Deze stralen (d , e) zijn de dubbelelementen van 
de projectieve richtingenbundela (a, 6, c . . .) en (a', 6', c' . . .)• 
Wordt nL deze projectiviteit door de vergelijking 

Qxy + Rx 4- Sy -h T = O 
uitgedrukt, dan vindt men de betrekldug 





X 


ff 


ao' 


a 




W 


h 


h' 




e 





Dus geldt voor do dubbelelementen , wat hieruit ontstaat door 
de substitutie y — x. Dit herleidt zicli tot m** — -h = 0. 
Ën hieruit volgt weer 

X%X% _ Xi-^Xt 1_ 

k ^ l ~ m * 
We vinden dus een paar richtingen (/», v) door de dnbbel- 
elementen (tl, e) van (a, a*), ^O, (c, O ^ constmeeren en 
nu een paar richtingen te loeken , die door (dy e} harmonisch 
gescheiden sgn« Dus is het aantal oplossingen oneindig 
groot (J. K.). 

Aanmerking. Uit de bovenstaande afdoende beschouwingen 
blijkt ten duidelijkste, dat de inzender van het vraagstuk en 
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de redactie dupe zijn geworden van een oyemiatig gebruik vaa 
symbolen. Want als de tweede voorwaarde wordt uitgewerkt, 
moet zij blijken van de voorgaanden af te hangen. Op het 
geheele vraagstuk is dus van toepassing: se nou o vero, è ben 
trovato. En dat dit laatste het ^eval is, bewijst de verdien- 
stoljjke oplossing van ons eereiid ten volle. (Eed.) 

Yraagstok 65. 

De bedoelde verluuidelliig Tan 0. Stutbr vindt men in de 
Wiener Monatsh^, deel lY, blz. 99. 

Vraagstukken 66, 67, 85. 

Deze vraagstukken zjjri ook opgelost door den Heer P. de 
Carpentier Wildervanck Jr. 

Yraagstok 88. 

1. Men leze blz. 160 en vervolgens in plaats van ^l"^, 2^ 

en 3''« orde": 2*" en soort. 

2. De gecursiveerde regels blz. 159 onderaan en bis. 160 
bovenaan vervange men duidelijkheidshalve door: 

^em YoUedige rij van breuken te vormen , die in toenemende 
^mate de kettinghreuk benaderen en waarvan de noemers een 
^opklimmende reeks vormen; d. yr. z. een rij van breuken, 
,iWaarin het niet meer mogelgk is een breuk te interpoleeren, 
„»)nder dat óf de opklimming van de noemers of de volgorde 
,in nauwkeurigheid van benadering der kettingbreuk wordt 
„verbroken." 

3. Ten einde het onderscheid tusscben de drie soorten van 
naderende breuken en haar verhouding tot willekeurige breuken 
nader toe te lichten, zij nog het volgende opgemerkt: 

De naderende breuken der drie soorten voldoen «mi de 

eigenschap : 

Een naderende breuk heeft eenvoudiger noemer dan elke andere 
br-enk, waarvan de waarde tussehen de beediouwde breuk en 
de kettingbreuk gelegen is. 

Of ook : 

Geen breuk met kleineren noemer dan dien van een naderende 
breuk kan een waarde hebben ^ die tussehen de naderetuU breuk 
en de kettinghreuk gelegen is (zie Lobatto-Bahusen-, Lessen 
over de Hoogere Algebra p. 352). 

Yoor de naderende breuken der l"*" en 2^ soort geldt de 
volgendd geineeotohflfpeiyito eigenBohap: 
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Een nadertnde breuk heeft eenvoudiger noemer dan elke andere 
breuk, die minder dan de eerste van de kettingbreuk verschilt. 
Of ook : 

Elke breuk met kleineren noemer dan dien van een naderende 
breuk verschilt meer van de kettingbreuk dan deze. 

Deze eip;enpchap is bekend voor oaderende breuken van de 
eerste Booit en geldt volgens de gegeven bepaling wel voor 
naderende breuken van de tweede soort, doch niet voor die 
van de derde soort. 

Een eigenschap, die karakteriseerend is voor de naderende 
breuken der eerste soort is de volgende : 

De benadering van de kettingbreuk door eert naderende breuk 
der eerste soort is van dien aard, dat elke breuk, die tusschen 
deze breuk en de ketfingbreuk gelegen is, een noemer moet heb- 
ben grooier dan hei dubbel van den noemer der naderende breuk, 

P 

Ligt nl. een break — tassohen een naderende brenk van 
ff* 

de eerste soort en de kettingbrenk E, dan zal rooreerst 

P 

q > 3n moeten zon. Is nn — ook aelf een naderende breuk 

3 

▼au E (!"*•, 2^^ of 3** soort), dan moet q kunnen worden ver- 
kregen door gebruik te maken Tan de bekende reken wgae, vol- 
gens welke een noemer van een naderende break uit de noemers 
van de Toorafgaande naderende breuken der eerste soort met 
behulp yan het OToreenkomstige wijzergetal wordt gevonden. 
Uitgaande Tan /3» zal dan die rekenwijze een even aantal 
malen, dus minstens tweemaal, moeten worden toegepast, 

omdat we onderstellen dat — ^ en — aaji dezelfde ziide van 

E liggen ; de bierbif gebruikte wijzergetallen zijn op zijn minst 

P 

gelijk aan 1 , zoodat q > 2/3» moet zgn. Is — geen nade- 

' / 

rende breuk van E, dan kan men een naderende breuk 

2 

vinden met een noemer q' > die minder dan — en in 

denzelfden zin van K verschilt; op deze breuk is daa de voor- 
g^A^dQ redf^qeoring toepaaselyk, zoodat ookou $ > j{' > 2^ is. 
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333 

B.y. de breuken die tusBohen en r snn gelegen en m 

lüo 

volgorde een zoo eenvoudig mogelijken noemer hebben, zijn: 

355 4- 333 2.355 + 333 3.355 -r 333 

, — , — ~ enz.: de noemen dezer 

113 + 106' 2.113+ 1U6' H.nH+106 ' 

breuken zijn alle grooter dan het dubbel vnn 106. 

Ts daarentegen een naderende breuk van de tweede of derde 
soort gegeven, dan is er altijd een breuk mogelijk, die in 
denzelfden zin de kettingbreuk nauwkeuriger benadert en 
waarvan de noemer kleiner is dan het dubbel van den noemer 
der naderende breuk. Om zulk oen breuk voor een gegeven 
breuk van de tweede of derde soort aan te wijzen , behoeft 
men deze slechts op te zoeken in de rij van naderende breu- 
ken , die alle grooter of die alle kleiner dan de kettingbreuk 
zijn en waarvan de noemers naar orde van grootte gerang- 
schikt zijn. De breuk die er onmiddellijk op volgt voldoet dan 
aan den gezegden eisch. Men vergelijke de rijea breuken 
op blz. 162. (0. V. A.) 

Vraagstuk 98. 

Men yergelgke hieromtrent MathestB^ IV, 1894, blz. 170. 

Vraagstuk 136. 

In do „Geometrische Theoreme" (Crelle's Journal^ deel 73, 
blz. 189-194) wordt door Jacobi het volgende vraagstuk 

opgelost: 

„Om een driehoek PiPjPg twee hyperbolen H en te be- 
schrijven , waarvan de brandpuntsafstanden 2c = V^c*+A^ en 
2c - Va ^ +1'"^ gelijk zijn en waarvoor tnasolien de coOrdinaten 
van P, P, , P3 met betrekking tot de symmetrieassen van H en H' 

debetrekkineen^ = -?V = ^ = -^' -'V = -' =^=|- 

*i h H y» * 

bestaan." 

Wil men deze oplossing toepassen op het vraagstuk van 
Lemoi.ve. dan verplaatst men H' zoodanig, dat de brandpunten 
van deze hyperbool met die van H samenvallen ; zij gaat dan 
over in de meetkundige plaats van het punt W uit vraag- 
stuk 136 (J. N.) 

Vraagstuk 154. 

De uit elkaar volgende betrekkingen z + — 1 = ff , 
22 = w w-^ bepalen een verwantschap tusschen de punten 
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Z en W door de complexe veranderlijken z en w voorgesteld ; 
Tan deze verwantschap geven -^e de meetkundige uitdrukking. 

Stelt W het punt w-'^ voor, dau komen W en W met 
elkaar overeen in een omgeslagen inversie; anders gezegd, de 
voerstralen OW en OW' zijn eikaars spiegelbeelden ten op- 
zichte van de a-as en het product ÜW. OW' is de eenheid. 
Verder is Z het midden van WW' volgens de tweede be- 
trekking. 

Is de modulus p vau w standvastig, dau beschrijven W en W 

oirkeb met O tot middelpunt en p en — x»t stnlen, terwgl 

P 

OW en OW' bij deze beweging altijd eikaars spiegelbeelden 
blijven ten opzichte van de x-as. Bij die beweging moet Z 
dan een ellips besclirijven. Want ala de lijn door Z even- 
wijdig aan OW' de lijnen OW, Ox-, Oy in N, P, Q ontmoet, 
zijn de driehoeken ONQ en ONP gelijkbeenig en is Z dus 
een vast punt van de lijn PQ = O W van standyafltige lengte , 
die zich tusschen Ox en Oy beweegt. 

Is het argument ^ van w standvastig, dan hebben OW en 
OW' onveranderlijke richtingen en is het oppervlak van drie- 
hoek O WW' standvastig; dus omhult WW' dan een hyperbool, 
die OW, OW' tot asymptoten heeft. Wijl het stuk eener 
raaklijn, tusschen de asymptoten begrepen, door het raakpunt 
middendoorgedeeld wordt, doorloopt Z deze zelfde hyperbool. 

Uit de eerste betrekking volgt, als men op Oa; naar weers- 
kanten de segmenten 0F = — 0F=1 neemt, f<?=OZ-f-KZF. ZF'. 
Dus wordt W gevonden door op de inwendige deellijn van den 
hoek FZF' naar de buitenzijde een stuk k'ZF . ZF' af te zetten. 
Hieruit volgt, dat, als Z een ellips met de brandpunten F en W 
doorloopt, W een cirkel beschrijft, die O tot middelpunt en 
de halve som der assen van de ellips tot assen heeft. Hier* 
omtrent kan men een artikel van E. N. Barisien in Mafhes^ 
1895, blz. 129 en een artikel van A. Transon in de Nouv, 
Ann. Yao 1873, blz. 5-20 Tergeljjken. (J. N.) 

Yraagstnk 179. 

Door een misverstand is de oplossing van dit vraagstuk door 
Dr. D. J. KoRTEWEQ bij de samenstelling van het 6* stuk 
van dit deel niet in handen van de redactie gekomen. Aan 
die oplossing wordt nog het volgende ontleend, betrekking 
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hebbeode op het bgzondere geval dat de ^iogerti|deD der beide 
slingers nagenoeg gelgk zija. De notatie Yaa den heer Maiitël 
18 daarbij overgenomen. 

Ook in dit bijzondere geval zijn er natuurlijk drie principale 
slingeringen, waarvan de eerste nagenoeg den slingertijd vau 
den balk bezit, de tweede een slingertijd heeft gelegen tus- 
scheo die der beide slingers en de derde een korteren slingertijd 
dan aan één dier slingers eigen is. Terwijl nu omtrent de 
eerste dezer slingeringen niets bijzonders te vermelden valt, 
dragen de beide anderen een ander karakter dan in het alge- 
meene geval. In dit laatste geval toch stemt de ééne slin- 
gertijd nagenoeg overeen met dien van den éénen, de andere 
met dien van den anderen slinger, terwijl de slinger, wiens 
slingertijd nagenoeg overgeuomeu is, veel heftiger slingeringen 
uitvoert dan de andere. Dit nu zal blijken in het bijzondere 
geval, dat do slingers nagenoeg gelijke slingertijden hebben, 
anders te zijn. Men zal dan hebben vooreerst een slingering , 
wier slingertijd tusschea die der beide slingers gelegen is, 
en waaratm door beiden op zoodanige wijze deelgenomen wordt, 
dut liuQ uitslagen van dezelfde arde van hoegrootheid zijn, 
en ten tweeden een slingering sneller dan die der slingers 
ieder afzonderlijk en wel zoodanig, dat het verschil in slin- 
gertijd met den snelsteu slinger veel grooter is dan dat tusschen 
de beide slingers onderling. De uitslagen van den balk zijn 
bij de laatstgenoemde slingering veel grooter dan bij de eerst- 
genoemden. 

Om dit aan te toonen hernemen wij (blz. 363) de vergelijking 
am y — L) (/, — L) (/j — L) — a^m^^^ (^i — L) - a, m, " (Ig — L)= 0. 

Wy aubstitueeron hierin ^ = 2^ + 3 L ^h-^n^ waarin 8 en n 
(nidërBtold worden klein te zgn. Yenraarldozdn wg dan de 
tëntten van de derde orde, dan Terkr^gen ter berekening 
▼av 4 de Tierkaatsrergeiyking : 

Nu is hier f(B) pof'itief en /*(0) negatiefs terwijl de waarden 
in beide gevallen van dezelfde orde zijn. Er is derhalve ééne 
wortel 7j, welke kan worden voorgesteld door A;8, waarin k 
positief is eu kleiner dan één. 

Deze wortel stemt overeen met de slingering wier tijd tusschen 
de süngertijden der beide slingers ligt. De uitslagen van den 
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balk en van de beide slingers vertoonen de verhoudingen: 

Die der beide slingers zijn das onderling Tergelijkbaar, die 
Tan den balk is zeer gering. 

De tweede wortel heeft nu natunrlgk tot waarde ^!?^^!v. * 

Ook xg is klein, omdat am ondersteld werd groot te zijn ten 
opzichte yan Oafiia. Maar ala de slingertijden zeer weinig ver- 
Bohillen, dus S zeer klein is, dan is zij, daar d er niet in 
optreedt y zeer vele malen grooter dan de eerste wortel. Zij 
Yertegenwoordigt de snelste slingering, wier slingertij d dus veel 
meer dan dien van den snelsten sUnger rerschilt dan deze 
van dien van den traagsten. 

De verhoudingen der uitslagen bedragen, als wg dezen 
wortel door — tOi Toorstellen: 

+ : — »ijfi : — + 
Ook hier zgn de uitslagen der riingers vergelgkbaar, die van 
den balk is grooter dan bg de zoo even besohouwde slingering. 

Dit bgzondere geval is van te meer gewicht, omdat het met 
de waaniemiBg van Ohbistiaah Hutobsts, waarop in het 
magstuk gezinspeeld wordt, Tergelijkbaar is. Twee slinger- 
uurwerken van nagenoeg gelijken gang waren bevestigd' aan 
stokken, die over éénzelfde paar stoelen waren gelegd. Deze 
toestand is aatuurlgk niet volkomen in overeenstemming met 
het gestelde vraagstuk; maar het is toch duidelgk, dat zg tot 
soortgelgke versohgnselen aanleiding geven zal. Yan de drie 
aangegeven slingeringen zaL daarbg op den duur alleen die 
big ven bestaan of althans bemerkbaar agn, waarbg de geringste 
beweging van den ophangingstoestel plaats vindt; immers deze 
beweging> is aan veri grooter passieve weerstanden onderhevig 
dan die der slingers. Feitelgk nam Hütgbhs dus de slingertgd 
waar, die gelegen is tussohen die der beide slingers. Hg 
vermeldt dan ook uitdrukkeljk, dat de beide uitslagen in 
tegengestelden zin plaats hadden. 

Vraagstuk 192. 

De inzender is door de oplossingen van dit vraagstuk niet 
geheel bevredigd ; het is opnieuw voorgesteld in het Journal 
de maih. éUmmtaires 1895, blz. 216. 
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